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Введение
Уважаемые одиннадцатиклассники!
В этом году вам предстоит с помощью учебника завершить 

изучение тригонометрии и приступить к освоению элементов 
математического анализа. Математический анализ занимается 
исследованием самых разнообразных функций методами диф­
ференциального и интегрального исчислений, в основе которых 
лежит идея разбиения целого на бесконечно малые элементы. 
Освоив эти методы, вы сможете, например, быстро находить про­
межутки возрастания и убывания функции, наибольшее и наи­
меньшее её значения, строить графики различных функций, 
находить площади сложных фигур, решать оптимизационные 
задачи и многое другое.

Методы математического анализа позволяют решать разно­
образные практические и прикладные задачи техники, астроно­
мии, экономики, физики и других естественных наук.

Две главы этого учебника посвящены изучению вопросов 
стохастики (науки о случайном). С их помощью вы научитесь 
видеть закономерности в массовых случайных явлениях (кото­
рые окружают нас и в повседневной жизни), сможете находить 
вероятности различных событий, поймёте, как рассчитать шан­
сы выигрыша в лотерее или игре, как найти вероятность одно­
временного наступления двух событий и др.

Последняя глава этого учебника посвящена повторению все­
го курса алгебры и начал математического анализа 10—11 клас­
сов. В этой главе систематизируются все ранее изученные вами 
методы решения уравнений, неравенств и их систем, а также 
даются подходы к решению задач с параметрами. Думаем, что 
материал этой главы будет полезен всем учащимся при подготов­
ке к итоговой аттестации, особенно тем, кто планирует на ЕГЭ 
приступать к решению задач группы С.

Как устроен учебник и как им пользоваться, вы уже поняли 
в прошлом году (учебник для 11 класса организован так же, как 
и учебник для 10 класса). Напомним лишь обозначения, кото­
рые используются на его страницах:
ГУП

> ◄ 
О • 

25 
26

|~27~|

материал для изучения на углублённом уровне 
материал для интересующихся математикой 
решение задачи
обоснование утверждения или вывод формулы 
упражнения для базового уровня
упражнения для углублённого уровня 

упражнения для интересующихся математикой
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Глава

Тригонометрические 
функции

Я не мог понять содержание вашей статьи, 
так как она не оживлена иксами и игреками.

У. Томсон

Курс алгебры и начал математического ана­
лиза 10 класса завершился двумя главами, по­
свящёнными преобразованиям тригонометрических 
выражений, решению тригонометрических урав­
нений и неравенств. Вы узнали, что история по­
явления и развития основных тригонометрических 
понятий охватывает более чем двухтысячелетний 
период, что начиная с XIII в. тригонометрия стала 
выделяться из астрономии как самостоятельный 
раздел математики. А в начале XVII в. потребности 
прикладных наук в выполнении сложных тригономе­
трических расчётов обусловили открытие логариф­
мов (первые логарифмические таблицы содержали 
только логарифмы тригонометрических выражений).

Вы знаете, что каждому действительному чис­
лу х соответствует единственная точка окружности 
с координатами (cosx; sinx), т. е. каждому дей­
ствительному числу х поставлены в соответствие 
числа cos х и sinx. Поэтому можно говорить, что 
на множестве R определены функции у = cosx 
и у = sinx.

До XVII в. учение о тригонометрических функ­
циях строилось на геометрической основе, его 
главной целью было решение треугольников, вычис­
ление элементов геометрических фигур на земле, 
в космосе и в создаваемых технических сооруже­
ниях. С началом развития математического анализа 
в XVII в. тригонометрия постепенно становится его 
частью. Основоположником аналитической теории 
тригонометрических функций считается Л. Эйлер 
(1707—1783), именно он придал этой теории со­
временный вид.

С XIX в. тригонометрия находит всё более ши­
рокое применение в механике, физике и технике, 
особенно при изучении периодических процессов
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(с понятием периода функции и свойством периодичности тригоно­
метрических функций вы познакомитесь при изучении данной главы).

В курсе физики вы знакомились и ещё познакомитесь с ря­
дом периодических явлений, в частности с колебательным движе­
нием. Например, уравнение гармонических колебаний имеет вид 
y(t) = А • sin(coi + а), а графиками гармонических колебаний являют­
ся синусоиды.

Свойства тригонометрических функций используются во многих 
сферах человеческой деятельности: при настройке многих механиз­
мов (например, кривошипных механизмов, токарных станков), в зем­
леустройстве (в частности, при расчёте сечений каналов, определении 
дорожных профилей), в расчётах петли разворота железнодорожной 
колеи, в определении размеров зоны видимости на автомобильных 
дорогах, при градуировании шкалы мерного циркуля и др.

При изучении этой главы вы познакомитесь не только со свой­
ствами и графиками тригонометрических функций, но и со свойствами 
обратных тригонометрических функций и их графиками. Познакоми­
тесь с формулами, позволяющими находить приближённые значения 
sinx и cos х с помощью многочленов.

§ 1. Область определения и множество 
значений тригонометрических функций

Известно, что каждому действительному числу х соответ­
ствует единственная точка единичной окружности, получаемая 
поворотом точки (1; 0) на угол х радиан; sinx — ордината этой 
точки, cosx — её абсцисса. Тем самым каждому действительно­
му числу х поставлены в соответствие числа sinx и cosx, т. е. на 
множестве R всех действительных чисел определены функции 
у = sin х и у = cos х.

Областью определения каждой из функций у = sin х и 
у = cosx является множество R всех действительных чисел. 
Напомним, что множество всех значений, которые функция 

принимает на области определения, называют множеством зна­
чений функции.

Таким образом, чтобы найти множество значений функции 
у = sinx, нужно выяснить, какие значения может принимать у 
при различных значениях х из области определения, т. е. уста­
новить, для каких значений у существуют такие значения х, 
при которых sinx = z/. Известно, что уравнение sinx = а, так же 
как и уравнение cosx = a, имеет корни, если |д|< 1, и не имеет 
корней, если |а|> 1.

Множеством значений каждой из функций z/ = sinx и 
у = cosx является отрезок Функции z/ = sinx и
у = cos х ограничены сверху и снизу (по определению огра­
ниченной функции).

______________________________________________________ § 1 5
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Задача 1. Найти область определения функции
1 

у = -— ------- •sinx + COSX

> Найдём значения х, при которых выражение ------- -------- не
sinx + cosx

имеет смысла, т. е. такие значения х, при которых знаменатель 
равен нулю. Решая уравнение sin х + cos х = 0, находим tgx = -1, 

х = -— + яп, n£Z. Следовательно, областью определения данной 
4

функции являются все значения х^------нлп, n£Z. ◄
4

Задача 2. Найти множество значений функции

у = 3 + sinx cos х.
> Нужно выяснить, какие значения может принимать у при 
различных значениях х, т. е. установить, для каких значений а 
уравнение 3 + sinxcosx = a имеет корни. Применяя формулу си­

нуса двойного угла, запишем уравнение так: 3 + —sin2x = a, от- 
2

куда sin 2х = 2а - 6. Для всех значений а, таких, что | 2а — 61 < 1, 
т. е. 2,5<а<3,5, это уравнение имеет корни. Таким обра­
зом, множеством значений данной функции является отрезок 
2,5 <z/<3,5.

Ответ. [2,5; 3,5]. ◄

Замечание. Задачу 2 можно решить иначе. Так как

z/ = 3 + — sin2x, где —l<sin2x<l, то 1
2
/ 1 • о /1< — sm2x < —, 

2 2 откуда

2,5 < 3 +-sin2x < 3,5. Следовательно, множество значений функ- 
2

ции — отрезок [2,5; 3,5].

Функция y = tgx определяется формулой tgx = sinx. Зна- 
cosx

чит, она определена при тех значениях х, для которых cos х О, 

т. е. при + neZ.
2

Областью определения функции у = tg х является множе­

ство чисел х # — + яп, п € Z.
2

Множеством значений функции z/ = tgx является множество 
R всех действительных чисел, так как уравнение tgx = a 
имеет корни при любом действительном значении а.

Функция z/ = ctgx, где ctgx= cosx , определена при тех зна- 
sinx

чениях х, для которых sinx 0, т. е. при х яп, ntZ. Следова­
тельно, областью определения функции z/ = ctgx является мно­
жество R с выброшенными из него точками х = яп, п € Z.
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Так как уравнение ctgx = а имеет корни при любом действи­
тельном значении а, то множеством значений функции z/ = ctgx 
является множество R всех действительных чисел.

Функции y = tgx и у = ctgx не являются ограниченными.
Функции z/ = sinx, y = cosx, y = tgx и у = ctgx называются 

тригонометрическими функциями.

Задача 3. Найти область определения функции 
у = sin3x + tg2x.

> Нужно выяснить, при каких значениях х выражение 
sin3x + tg2x имеет смысл. Выражение sin3x имеет смысл при 

любом значении х, а выражение tg2x — при 2х# —+ лп, n^Z,
2

т. е. при х + n£Z. Следовательно, областью определения 

данной функции является множество действительных чисел, та­

ких, что х^ — + — ,n£Z.
4 2

Ответ, х^- + — ,n£Z. ◄
4 2

/22 кножим и разделим у на у3 +4 =5. Получим у = 5

Задача 4. Найти множество значений функции
у = 3sin х + 4cos х.

> Преобразуем функцию, используя метод вспомогательного угла 
(«Алгебра и начала математического анализа, 10», гл. IX, § 4). Ум-

-sinx + —cosx |. 
5 5 )

Так как I -1 + 1 — 1 = 1, то существует угол а, такой, что 
\5) <5)

3.4^ 3 mcosoc = -, sina = -. В качестве а можно взять arccos Тогда у = 
ОО о

= 5(sinxcosa + cosxsina) = 5sin(x + а), где -1 < sin(x + a) < 1. По­
этому —5 < у < 5, т. e. множество значений данной функции — 
отрезок [-5; 5].

Задача 5. Найти множество значений функции 
у = 3sin2x + 4sinxcosx + cos2 х.

t> Используя формулы двойного аргумента, получаем

у = 3------ - ------- 1- 2sm2x ч------- - ----- = 2 + (2sin2x - cos2x).

Преобразовав выражение в скобках и применив метод вспо­
могательного угла, получим

I— ( о 1 Л /—
2sin2x - cos2x = у5 —sin2x------ cos2x = V5sin(2x - a),

V5 J
2 где a = arccos —.

V5

______________________________________ §1
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Тогда у = 2 + V5sin(2x - а). Так как -д/б < Тб sin(2x - а) < Тб, 

то 2 - Тб < у < 2 + Тб. Следовательно, множество значений дан­

ной функции — отрезок [2 — Тб; 2 + Тб]. ◄ ГУ1

ЙЯ Задача 6. Доказать, что функция у = 3cos 2х + 5sin 2х огра­
ничена.
> Для того чтобы доказать, что функция у = 3cos2x + 5sin2x 
ограничена, нужно найти такое положительное число С, чтобы 
для любого значения х из области определения функции, т. е. 
для x^R, выполнялось неравенство 13cos 2х + 5sin 2х | < С.

Так как -1<cos2x<1, -l<sin2x<l, то для любого зна­
чения х из области определения выполняются неравенства 
-3 < 3cos 2х <3, -5 < 5sin 2х < 5, следовательно, -8 < у < 8 и функ­
ция ограничена на множестве R. ◄

Задача 7. Доказать, что функция 
чена.

у = —sin2x
х2 + 1

ограни-

> Данная функция определена на множестве R. Воспользуем­
ся неравенством х2 + 1>2|х|, которое равносильно неравенству

(|х| — 1)2>0. Тогда |у| = Isin2x|<-, так как —<1, а 
х2 + 1 2 х2 + 1 2

|sin2x|<l. Следовательно, функция ограничена на множест­
ве R. ◄

Задача 8. Доказать, что функция y = xsinx не является 
ограниченной на множестве R.
> Пусть С — произвольное положительное число. Тогда найдёт­
ся натуральное число п, такое, что хп = — + 2лп > С.2

Так как |у(хп)\ = xnsinxn = хп > С, то функция не является 
ограниченной на множестве R. ◄! ВЯ

Упражнения
1. Найти область определения функции:

1) у = sin 2х; 2) y = cos^; 3) y = cos-;
X

о • I I х — 14) y = sin—; 5) y = sinVx; 6) у = cos -----
X у X + 1

2. Найти множество значений функции:
1) у =l + sinx; 2) y = l-cosx;
3) у = 2sinx + 3; 4) у = 1 - 4cos 2х;
5) у = sin2xcos2x + 2; 6) у = |sinxcosx- 1.

Zu
3. Найти область определения функции:

1) у = —; 2) у = ^-; 3) y = tgf; 4)y = tg5x.
cosx smx 3
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4. Найти область определения функции Дх) и вычислить её 
значение в заданных точках:

cos 2х л Т тс я
sinx 4 2

2) Дх) = ———; х, = 0, х2 =-1, х3 = 100. 
cos XX

Найти область определения функции (5—6).

5. 1) у = ^/sinх + 1; 2) 1/ = д/со8х-1; 3)z/ = lgsinx;

4) у = д/2созх-1; 5) у = д/1 - 2sinx; 6)z/ = lncosx.

6. 14 1 04 21) У- 2 ; 2) у- ;
2sin x-sinx cos x-sin x

3) y—.—4) г/-—r2------- ■
sinx- sm3x cos x + cosx

Найти множество значений функции (7—9).
7. 1) у = 2sin2x - cos 2х; 2) у = 1 - 8cos2xsin2x;

3) у = 1 + 8c°s2x; 4) у = ю - 9sin2 Зх;

5) у = 1 - 2cosx; 6) у = sinx + sin^x +

8. 1) у = sinx - 5cosx; 2) у = sin2x - 2sinx;
3) у = 10cos2x - 6sinxcosx + 2sin2x;
4) у = cos2x + 3cosx.

Е 1) у = sin4x + cos4x; 2) у = sin6x + cos6x.

ш Доказать ограниченность функции:
-в \ COS ОС 1
1)1/=..; 2) у- г

1,5 sinx уЗ - (sinx + cosx)

11. Доказать, что функция Дх) не является ограниченной в об­
ласти её определения, если:

1) дх) = £^£; 2) Дх) = —sin—.

§ 2. Чётность, нечётность, периодичность 
тригонометрических функций

Каждая из функций у = sin х и у = cos х определена на мно­
жестве R, и для любого х € Я верны равенства

sin (—х) = -sin х, cos (-х) = cos х.
Следовательно, у = sinx — нечётная функция, а у = cosx — 

чётная функция.
Для любого значения х из области определения функции 

f/ = tgx верно равенство tg(-x) = -tg(x) и область определения

§2 9
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функции z/ = tgx симметрична относительно начала координат. 
Поэтому z/ = tgx и z/ = ctgx — нечётные функции.

Можно доказать следующие свойства чётных и нечётных 
функций:

1) сумма, разность, произведение и частное двух чётных 
функций являются функциями чётными;
2) сумма и разность двух нечётных функций являются 
функциями нечётными;
3) произведение и частное двух нечётных функций являют­
ся чётными функциями;
4) произведение и частное чётной и нечётной функций яв­
ляются нечётными функциями.

Задача 1. Выяснить, является ли функция
(Зя А и = 2 + sinx cos-----h хI 2 J

чётной или нечётной.
> Функция определена на множестве R. Используя формулу 
приведения, запишем данную функцию в виде у = 2 + sin2х. Так 
как sin(-x) = -sinx, то (sin(-x))2 = sin2x, и поэтому у(~х) = z/(x), 
т. е. данная функция является чётной. ◄

Известно, что для любого значения х верны равенства 
sin (х + 2л) = sinx, cos(x + 2л) = cosx. Из этих равенств следует, 
что значения синуса и косинуса периодически повторяются при 
изменении аргумента на 2л. Такие функции называются перио­
дическими с периодом 2л.

Определение
Функция /(х) называется периодической, если существу­
ет такое число Т 0, что для любого х из области опре­
деления этой функции значения х + Т и х — Т также при­
надлежат области определения и выполняются равенства 
/(х - Т) = /(х) = f(x + Т). Число Т называется периодом функ­
ции /(х).

Из этого определения следует, что если число х принад­
лежит области определения функции /(х), то числа х + пТ, 
neZ также принадлежат области определения этой функции и 
f(x + пТ) = f(x), ntZ.

Задача 2. Доказать, что число 2л является наименьшим по­
ложительным периодом функции у = cosx.
> Пусть Т > 0 — период косинуса, т. е. для любого х выпол­
няется равенство cos (x + T) = cosx. Положив х = 0, получим 
cos Т= 1. Отсюда Т = 2л/г, k£Z. Так как Т>0, то Т может при­
нимать значения 2л, 4л, 6л, ..., и поэтому период не может быть 
меньше 2л. ◄
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Аналогично можно доказать, что наименьший положитель­
ный период функции ?/ = sinx также равен 2л.

Задача 3. Доказать, что Дх) = sin Зх — периодическая функ­

ция с периодом 2л
3 ‘

|> Функция /(x) = sin3x определена на R. Поэтому достаточно 
показать, что для всех х G R справедливы равенства

f(x + у) = Дх) И f(x - = Дх).

Имеем = sin3| х + —
I 3

= sin(3x + 2л) = sin3x = Дх).
\ «5 J

Аналогично цх - — ] = sin(3x - 2л) = Дх).
\ 3 )

Задача 4. Доказать, что функция z/ = tgx является периоди­
ческой, и найти наименьший положительный период.

1> Если х принадлежит области определения этой функции, т. е.

хф- + ли, n€Z, то по формулам приведения получаем
2

tg(x - л) = -tg(n - х) = —(—tgx) = tgx, tg(x + л) = tgx.
Таким образом, tg(x - л) = tgx = tg(x + л). Следовательно, 

л — период функции i/ = tgx. Покажем, что л — наименьший 
положительный период функции r/ = tgx.

Пусть Т — период тангенса, тогда tg(x + Т) = tgx, откуда 
при х = 0 получаем tg Т = О, Т = /гл, k G Z.

Так как наименьшее целое положительное k равно 1, то 
л — наименьший положительный период функции i/ = tgx. ◄ 

1У1 Задача 5. Доказать, что у = tg^ — периодическая функция 
с периодом Зл.
> Область определения функции — множество х € R, таких, что

Зтих ----- н Злп, ntZ, отсюда следует, что если х принадлежит об-
2

ласти определения, то х + Зл и х - Зл также принадлежат её об­
ласти определения.

Так как t х + Зл = t {х V t X t х-Зл = t / х _ п V t х
3 1з ) 3 3 1з ) 3

то tg^ — периодическая функция с периодом Зл. ◄ 
О

г» тт 1 COSXЗадача о. Доказать, что функция У =  -----;— является пе---------------- 1 + sinx 
риодической с периодом 2л.
[> Областью определения D функции являются все действитель­
ные числа х, кроме тех, при которых sin х = —1, т. е. кроме
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чисел х =-^ + 2лтг, n£.Z. Таким образом, если х £ D, то чис­

ла х + 2л и х — 2л также принадлежат множеству D. Так как 
у(х±2л) = —cos(x±2^) = _cosx = „(х) то — периодическая 
У l + sin(x±2n) 1 + sinx У
функция с периодом 2л. ◄

Ай Задача 7. Найти наименьший положительный период функ­
ции у = 3sin х + sin 2х.
[> Функция определена на множестве R. Пусть Т — период дан­
ной функции, т. е. для всех х G R верно равенство

3sin (х + Т) + sin 2(х + Т) = 3sin х + sin 2х. (1)
Если х = 0, то из равенства (1) следует, что 3sin Т + sin 2Т = О 

или 3sin Т + 2sin Teos Т = 0, откуда получаем sin Т(3 + 2cos Т) = 0.
Так как 3 + 2cos Т 0, то sin Т = 0, и поэтому наименьший 

положительный период нужно искать среди чисел Т = ли, п £ Z.
Покажем, что число л не является периодом данной функ­

ции, т. е. равенство (1) для Т = л не выполняется хотя бы при
одном значении х£й.

Пусть х = —. Вычислим у(- + п\
12 )

и у — . Имеем у — + лШ у\22
= 3sinf — + л! + sin2f — + л | = -3, у{—= 3sin— + sin2— = 3. Таким об-

12 ) \2 ) 12J 2 2 
разом, для Т = л равенство (1) не является верным при л

X = —.
2

При Т = 2л равенство (1) является верным для любого 
х€/?, так как z/(x + 2л) = 3sin(x + 2л) + sin2(x + 2л) = 3sinx + 
+ sin 2х = у(х). Следовательно, х = 2л — наименьший период 
функции. ◄

Задача 8. Доказать, что функция у = sin — не является пе--------- X риодической.
> Областью определения данной функции являются все действи­
тельные числа, кроме числа 0. Пусть Т — произвольное поло­
жительное число, тогда из того, что -Т 0, следует, что точка 
х0 = -Т принадлежит области определения. Но точка х0 + Т = 
= -Т + Т = 0 не принадлежит области определения.

Пришли к тому, что для любого Т > 0 существует такое чис­
ло х = х0 (из области определения функции у), что точка х + Т 
не принадлежит области определения. Следовательно, функция 

у = sin — не является периодической. ■<
X

Задача 9. Доказать, что функция у = sin х2 не является пе­
риодической.
[> Достаточно доказать, что функция не имеет положительно­
го периода, так как если бы число Т < 0 было периодом, то
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число -Т было бы положительным периодом. Доказательство 
проведём методом от противного.

Допустим, что число Т > 0 — период функции, т. е. для лю­
бого x&R справедливо равенство sin(х + Т)2 = sinx2.

1) При х = 0 отсюда следует, что sinTl2 = 0, т. е. Т2 = кп, 
а Т = д/лга при некотором п € N.

2) Если 0 < х < л/л, то sinx2 0, а поскольку х/л// — период, то 

и sin(x + 0. Если же х = л/л, то вш(д/й + = sinШ - 0.

Значит, число д/л + д/лга является ближайшим справа к д/лга чис­

лом, при котором sinx2 = 0. Отсюда д/л + д/лга < д/л(га +1), так как 

д/л(п + 1) > д/лга и зш(д/л(га + I))2 = 0. Но неравенство д/л + д/лга < 

< ylnfn + 1), равносильное неравенству 1 < +1 - д/га, неверно
для любого nEN, так как д/га + 1 - д/га = —----- ----- — <1. Значит,

д/га + 1 + д/га

неверно и допущение о периодичности функции sinx2. ◄ йй 
Периодическими функциями описываются многие физиче­

ские процессы (колебания маятника, вращение планет, перемен­
ный ток и т. д.). На рисунке 1 изображены графики некоторых 
периодических функций.

Упражнения
Выяснить, является ли данная функция чётной или нечёт­

ной (12—13).
12. 1) у = cos Зх; 2) у = 2sin 4х; 3) i/ = ftg2x;

4) у = xcos —;у 2 5) у = xsinx; 6) у = 2sin2x.

13. 1) у = sinx + х; 2) i/ = cos(x--^J - х2;

3) у = 3 - cos — + X<2 sin(x - х);

4) у = -cos2xsin| — - 2х j + 3;
2 I 2 )

2 . I + COSX5) у = х +---- -----
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14. Доказать, что 
с периодом 2л, 
1) у = cosx - 1;

4) У =
COSX .

2 ’

функция у = f(x) является периодической 
если:

2) у = sinx +1; 3) у = 3sinx;

5) у = sin 6) у = cos fх + ^J.

15. Доказать, что функция у = f(x) является периодической 
с периодом Г, если:
1) z/ = sin2x, Т = п; 2) z/ = cos^, Т = 4л;

3)z/ = tg2x, Т = ^-, 4) z/ = sin^, Т =
О

16. Определить, является ли данная функция чётной или не­
чётной:

о\ cos2x-x2
3) У =------:-------- ;

sinx

6) i/= 3COSX;

1) 1 - COSX . 2) у =
7sin2x

у — 1 + cosx ’ 1 + cos2x’

4) У =
х3 + sin2x. 

cosx
5) у = x|sinx sin3х;

2-1 q\ 1 _ 1 + sinx7) z/ = xsm —; 8) у = log3------ :----
# 1-sinx

17. Доказать, что:
1) произведение и частное двух нечётных функций являют­
ся чётными функциями;
2) произведение и частное чётной и нечётной функций яв­
ляются нечётными функциями.
Найти наименьший положительный период функции (18— 
19).

18. 21) i/ = cos-x; 2) t/ = sin|x; 3) z/ = tg^; 4) у = |sinx|.

19. 1) у = sin х + cos x;

3) у = sinx • sin3x;

2) у = sinx + tgx;
4) z/ = 2tg|-3tg|.

20. Выяснить, является ли периодической функция:
1) у = Vsinx; 2) z/ = sinV^; 3) у = | sin | «х 11.

21 .1 Доказать, что функция не является периодической:
2) у = sinx + sinд/2х.

22. Доказать, что функция у = sin4 х + cos4 х периодическая, и 
найти её наименьший положительный период.

23. Доказать, что функция периодическая, и найти её наимень­
ший положительный период:
1) у = sin(cosx); 2) у = cos(sinx).
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24. График функции у = Дх), х € R, симметричен относитель­
но каждой из прямых х = а, х = Ь, где а Ъ. Доказать, что 
У = f(x) является периодической, и найти её период.

[25. График функции у = Дх), xtR, симметричен относительно 
точки А (а; Ь) и прямой х = с (с а). Доказать, что функция 
у = f(x) является периодической, и найти её период.

26. Доказать, что функция у = f(x) является периодической, 
если существует Т 0 такое, что для любых трёх значе­
ний х, х + Т и х — Т из области определения функции вы­
полнено условие Дх + Т) = -Дх). Найти период функции /.

[27. Пусть функция Дх) определена на всей числовой прямой. 
Доказать, что:
1) f(x) + f(—х) — чётная функция;
2) Дх) - Д-х) — нечётная функция.

§ 3. Свойства функции у = cosx 
и её график

Напомним, что функция у = cos х определена на всей число­
вой прямой и множеством её значений является отрезок [-1; 1]. 
Следовательно, функция ограничена и график её расположен 
в полосе между прямыми у = -1 и у = 1.

Так как функция z/ = cosx периодическая с периодом 2л, 
то достаточно построить её график на каком-нибудь промежут­
ке длиной 2л, например на отрезке -л < х < л. Тогда на проме­
жутках, получаемых сдвигами выбранного отрезка на 2лтг, n^Z, 
график будет таким же.

Функция z/ = cosx является чётной. Поэтому её график сим­
метричен относительно оси Оу. Для построения графика на от­
резке —л < х < л достаточно построить его для 0 < х < л, а затем 
симметрично отразить его относительно оси Оу.

Прежде чем перейти к построению графика, покажем, что 
функция у = cos х убывает на отрезь 

О В самом деле, при повороте точ­
ки Р (1; 0) вокруг начала координат 
против часовой стрелки на угол от 
0 до л абсцисса точки, т. е. cosx, 
уменьшается от 1 до —1. Поэтому 
если 0 < xt < х2 < л, то cos х1 > cos х2 
(рис. 2). Это и означает, что функция 
i/ = cosx убывает на отрезке [0; л]. •

Используя свойство убыва­
ния функции у = cos х на отрезке 
0 < х < л и найдя несколько точек,

0 < х < л.
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принадлежащих графику, по­
строим его на этом отрезке 
(рис. 3).

Пользуясь свойством чёт­
ности функции у = cosx, от­
разим построенный на отрезке 
[0; л] график симметрично от­
носительно оси Оу. Получим 
график этой функции на отрез­
ке [-л; л] (рис. 4).

Так как у = cos х — пери­
одическая функция с периодом 
2л и её график построен на от­
резке [-л; л], длина которого 
равна периоду, распространим 
его по всей числовой прямой 
с помощью сдвигов на 2л, 4л 
и т. д. вправо, на -2л, -4л и 
т. д. влево, т. е. вообще на 2лп, 
п € Z (рис. 5).

Итак, график функции у = cosx построен на всей числовой 
прямой, начиная с построения его части на отрезке [0; л].

Поэтому свойства функции у = cosx можно получить, опира­
ясь на свойства этой функции на отрезке [0; л]. Например, функ­
ция у = cosx возрастает на отрезке [-л; 0], так как она убывает 
на отрезке [0; л] и является чётной.

Основные свойства функции у = cos х

1) Область определения — множество R всех действитель­
ных чисел.
2) Множество значений — отрезок [-1; 1].
3) Периодическая, Т = 2л.
4) Чётная.
5) Функция принимает:
— значение, равное 0, при х = ^ + лп,

— наибольшее значение, равное 1, при х = 2лп, n^Z\
— наименьшее значение, равное —1, при х = л + 2лп, п € Z;
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— положительные значения на интервале f и на ин" 

тервалах, получаемых сдвигами этого интервала на 2лп, 
n^Z\

(л Зл^|— отрицательные значения на интервале I —; — I и на интер­

валах, получаемых сдвигами этого интервала на 2лп, n^Z.
6) Возрастающая на отрезке [л; 2л] и на отрезках, получа­
емых сдвигами этого отрезка на 2лп, n£Z-, 
убывающая на отрезке [0; л] и на отрезках, получаемых 
сдвигами этого отрезка на 2лп, n&Z.

Задача 1. Найти все корни уравнения cos х = , принад­
лежащие отрезку -л < х < 2л.
> Построим графики функций у = cosx и у = —— на данном 

отрезке (рис. 6). Эти графики пересекаются в трёх точках, 
абсциссы которых хх, х2, х3 являются корнями уравнения

cos х = “ . На отрезке [0; л] корнем уравнения cosx= яв- 
2 2

2 ju—. Из рисунка 6 видно, что точ- 
3

1
2

ляется число xr = arccos

ки х2 и хх симметричны относительно оси Оу, т. е.

х2 = - х, = , а х3 = х2 + 2л = -— + 2л = —
2 1 3 3 2 3 3

Ответ. хх = -^, х2 = -^, х3 = ^. Ч 
О ОО

Задача 2. Найти все решения неравенства cos х > 1
2 при-

надлежащие отрезку -л < х < 2л.
> Из рисунка 6 видно, что график функции у = cosx лежит 

выше 
f—; 2
I з

Ответ. < х < —, — < х < 2л. ◄ 
3 3 3

графика функции у= 1— на промежутках 2л.
3 ’

2л
3

и
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1У1 Задача 3. Решить неравенство 4cos2x - 8cosx + 3 < 0.
> Пусть cosx = i, тогда получаем квадратное неравенство
4t2 - 8t + 3 < 0, равносильное неравенству

этому исходное неравенство равносильно каждому из неравенств:

cosx - - cosx - - 
2Д 2 0, з Y lkn— cosx cosx — >0, cosx > —.

2 Д 2 2

> — на этом отрезке являются все числа из 

. Множество решений неравенства cos х > —

Построим график функции у = cosx (рис. 7). На отрезке
Г 1 ял[-л; л] уравнение cos х = — имеет корни и —, а решениями 

Л о о
1 неравенства cos j 

интервала ; — 
I 3 3 

и равносильного ему исходного неравенства представляет собой

объединение интервалов +2лге; — +2лп , п е Z.
1 3 3 )

Ответ. +2лп < х < —+2лп, ntZ. ◄ 
3 3

Задача 4. Построить график функции z/ = cos2x.
> Область определения данной функции — множество R, мно­
жество значений — отрезок [0; 1], функция чётная с периодом л 
и cos2x = 1+ cos^x =1-|_ -cos2x. График функции у = — + lcos2x

2 2 2 2 2
можно получить из графика функции у = cos х сжатием вдвое 
вдоль оси Ох, сжатием вдвое вдоль оси Оу, сдвигом на 1 вверх 

вдоль оси Оу (рис. 8). ◄
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Задача 5. Построить график функции у = xcosx.
[> Функция определена на множестве R и является нечётной. 
Поэтому можно построить её график при х > О, а затем с помо­
щью симметрии относительно начала координат изобразить его 
для отрицательных значений х.

Так как -1 < cosx < 1 при х е R, то при х > О справедливо не­
равенство —х < xcosx < х или —х < у < х. Отсюда следует, что при 
х > О график данной функции расположен между лучами у = -х 
и у = х (х > 0). При этом точки графика функции у = xcosx ле­
жат на луче у = х (х > 0), если cosx = 1, т. е. х = 2лге, п € Z, 0. 
Аналогично при х = л(2п - 1), п € N, точки графика этой функ­
ции лежат на луче у = -х(х > 0). График функции у = xcos х изо­
бражён на рисунке 9. ◄ йй

Упражнения
Упражнения 28, 32—35 выполнить с помощью графика
функции у = cosx.

28. (Устно.) Выяснить, при каких значениях х, принадлежащих 
отрезку [0; Зл], функция у = cosx принимает: 1) значение, 
равное 0, 1, -1; 2) положительные значения; 3) отрицатель­
ные значения.

29. Найти значения функции y = cos х + ^ при х = а, если: 
\ & J

7Т о \ 7Т о \ 7Г л \ у» 7 7Т
i) а = -; 2) « = -; 3) а = -; 4) а = -.
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30. Найти значения функции у = cos2 х при:

1) х = -; 2) х = -; 3) х = —; 4) х = —. 
4 2 3 3

31. Выяснить, принадлежит ли графику функции у = cosx точ­
ка с координатами:

32. (Устно.) Выяснить, возрастает или убывает функция у = cosx
на отрезке:
1) [Зл; 4л];

4) ; ol;
L 2 J

2) [-2л; -л];

5) [1; 3];

3) 2л; ;L 2 J
6) [-2; -1].

33.

34.

Разбить данный отрезок на два отрезка так, чтобы на одном 
из них функция у = cos х возрастала, а на другом убывала:

С помощью свойства возрастания или убывания функции 
у = cos х сравнить числа:
1) COS — И COS --- « 2л) COS ---  И COS -----•

7 9 7 7
3) cos f-—и cos f-—\ 4) cos f-—'l и cos f-—;

V 7 J I 8) I 7 J I 7 J
5) cos 1 и cos3; 6) cos 4 и cos 5.

35. Найти все принадлежащие отрезку [0; Зл] корни уравнения:
1 л/2 ox V2 .. 11) cos х = — ; 2) cos х = — ; 3) cos х = —— ; 4) cos х = .Zj л L

36. Найти все принадлежащие отрезку [0; Зл] решения неравен­
ства:

1) cos х > - ; 2) cos х > ; 3) cos х < ; 4) cos х < .’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2
37. Построив график функции у = /(х), найти: а) область опре­

деления функции; б) множество значений; в) промежутки 
возрастания:

„ [cosx, если 0 < х < 2л,
1) М = \ 2

I х , если х < 0;

2) Дх) =
cosx, если -Зл < х < ,

2
2х , 1 . л----- hl, если х> —.
л 2

38. Выразив синус через косинус по формулам приведения, 
сравнить числа:
-j \ тт .тс . тс тс1) cos — и sm — ; 2) sm — и cos — ;DO • (
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о \ 3 л ■ 5 л3) cos — и sin —;
8 8

л -5л5) cos — и sin — ;
6 14

4) sin — и cos — ;
5 5

Л • Зл 6) cos — и sin--- .
8 10

39.

40.

41.

Найти все 
уравнения: 
1) cos2x =

Найти все
множеству

Найти все

лпринадлежащие промежутку

1 04 О УЗ— ; 2) cos3x = —2 ' 2

Зя — корни

УЗкорни уравнения cos х = —— , принадлежащие 

решений неравенства log2 (х - 1) < 3.
л Злпринадлежащие промежутку ч х ч — реше-

8

6

ния неравенства:
1 д/з

1) cos 2х < - ; 2) cos Зх > — .Л Zj

42.

43.

44.

45.

Найти множество значений функции у = cosx, если х при­
надлежит промежутку:

Найти промежутки возрастания функции у = cos 2х + sin2 х 
на отрезке [0; 2л].

Решить графически уравнение:
-|\ 1 2х о, I л1) cos х = 1------ ; 2) cos х = . х - — ;л V 2

/-------- 713) cos х = 1 + ух - 2л; 4) cos х = х + — .

С помощью графиков выяснить, имеет ли решение система
уравнений:

1)
z/ = log2x-l, 
у = cos х; 2)

х2 +
У = ~2
у = COS X.

46. Сколько решений имеет система уравнений:
ху = cos —,у 2’

у = -х2 + 6х - 8;
2) у = COS X,

у = log7 X?

47. Построить график и установить свойства функции:

48.

1) z/=l + cosx; 2) i/ = cos2x; 3) z/ = 3cosx;
4) у = 2cos ; 5) у = -°^2^-1; 6) z/ = 2-cos3x.

Построить график функции:
1) у = | cos х |; 2) у = 3 - 2cos (х - 1);
3) z/ = sinxctgx; 4) у = 2COSX.
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49. В одной системе координат построить графики функций

у = cos х и у = 1
7i+tg2x

50. Решить неравенство:

1) cos х > — ;

2) 2cos2х - 3cos х - 2 > 0;

3) J7 ~ cos 4х > —2cos X.
V 2

§4. Свойства функции z/ = sinx и её график
Функция у = sinx определена на всей числовой прямой, 

является нечётной и периодической с периодом 2л. Её график 
можно построить таким же способом, как и график функции 
z/ = cosx, начиная с построения, например, на отрезке [0; л]. Од­

нако проще воспользоваться формулой sin х = cos х- — .

Эта формула показывает, что график функции z/ = sinx 
можно получить сдвигом графика функции у = cos х вдоль оси 

абсцисс вправо на (рис. 10).

График функции z/ = sinx изображён на рисунке 11.
Кривая, являющаяся графиком функции z/ = sinx, называ­

ется синусоидой.
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Так как график функции у = sin х получается сдвигом гра­
фика функции у = cos х, то свойства функции у = sin х можно 
получить из свойств функции у = cosx.

Основные свойства функции у = sin х
1) Область определения — множество R всех действитель­
ных чисел.
2) Множество значений — отрезок
3) Периодическая, Т = 2л.
4) Нечётная.
5) Функция принимает:
— значение, равное 0, при х = пп,
— наибольшее значение, равное 1,

— наименьшее значение, равное 
п € Z;

[-1; 1].

при х = ^ + 2лп, ntZ;

-1, при х = -— + 2лп, 
2

— положительные значения на интервале (0; л) и на интер­
валах, получаемых сдвигами этого интервала на 2лп, п G Z; 
— отрицательные значения на интервале (л; 2л) и на интер­
валах, получаемых сдвигами этого интервала на 2лп, п € Z.

6) Возрастающая на отрезке

чаемых сдвигами этого отрезка 

убывающая на отрезке —; —
2 2

сдвигами этого отрезка на 2лп,

л. л
2’ 2

и на отрезках, полу-

на 2лп, п е Z;

и на отрезках, получаемых 

n^Z.

п Е Z;

Задача 1. Найти все принадлежащие отрезку -л < х < 2л 
корни уравнения sin х= — .

> Построим графики функций у = sinx и у = — на данном отрез­

ке (рис. 12). Эти графики пересекаются в двух точках, абсцис- 
1 ттсы которых являются корнями уравнения sin х = — . На отрезке

уравнение имеет корень х1 = arcsin — = —. Второй корень 
2 6

л rijr ' I Л । .ЛХо = л — = —, так как sin л-— =sm—.
2 6 6 V 6J 6

„ л 5лОтвет. Хт=—, х9 = —. •<
1 6 2 6

л. л 
2’ 2
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Задача 2. Найти все решения неравенства sinx< l, при­

надлежащие отрезку -л < х < 2л.

> Из рисунка 12 видно, что график функции у = sinx лежит ниже
, , 1графика функции у = — на промежутках &

—л; —
6 и —; 2л . ◄

6 J
1У1 Задача 3. Исследовать функцию у = f(x) и построить её гра­
фик:

1) z/ = log2sinx; 2) z/ = —-q. O-Lll •A-
> 1) Областью определения функции являются все значения х,
при которых sinx

Так как 0 <
О, т. е. 2лп л + 2лп, п € Z.

sinxCl, то по свойствам логарифмической
функции с основанием а>1 получаем log2 sinx<0, т. е. мно­
жество значений функции — промежуток (-°°; 0].

Функция у = log2 sin х — периодическая с наименьшим по­
ложительным периодом 2л, как и функция у = sinx. Поэтому до­
статочно исследовать эту функцию на интервале (0; л).

Функции /(x) = sinx и y(t) = log2 t являются возрастающи-
ми на промежутках и (0; 1], откуда следует, что функ-

ция у = log2 sin х также является возрастающей на промежутке 
^0; и принимает все значения из промежутка (-°°; 0]. Так 

как значения функции у = sinx в точках промежутка (0; л), сим­
метричных относительно точки х = — , равны, то график функ- 

2

ции у = log2 sin х на промежутке —; л 
2

симметричен графику

этой функции на промежутке а функция у = log2 sin х

является убывающей при хе —; л .
_ 2 )

Прямые х = 0 и х = л — вертикальные асимптоты графика 
функции i/ = log2sinx на промежутке (0; л). Теперь можно стро­
ить график функции (рис. 13).
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с периодом 2л и областью определения х лп, ntZ.

На промежутке | 0;функция f(x) = sinx возрастает, мно­
жество её значений — промежуток (0; 1], а функция y(t) = - 

11на промежутке (0; 1] убывает. Поэтому у = :—, =------  — убы-sin|x| sin х
вающая функция на промежутке ^0; 

ния, больше или равные 1.
Как и в задаче 2, график функции

принимает все значе-

1у = . , , на промежут- sin|x|

ке —; л симметричен графику этой функции на промежутке 
_ 2 /

Г 0; -
I 2 относительно прямой х = — Прямые х = 0 и х = л — вер­

тикальные асимптоты графика функции на интервале (0; л).

Пусть х € (л; 2л). Так как sin(x + л) =-sinx, то в точке 

х = х0 + л, где х0 € 0; — , функция sinx принимает значение 
к 2 7 ]_

-sin х0. Поэтому для построения графика функции у = . , , наSin X 
промежутке (л; 2л) достаточно перенести построенный на (0; л) 
график этой функции на промежуток (л; 2л), а затем заменить 
его на симметричный с ним относительно оси Ох (рис. 14). Мно­

жество значений функции у =
\у\> 1. ◄ж

1 
sin|x|

— все значения у, такие, что
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Задача 4. Построить график функции z/ = x + sinx.
> Функции уг = х и z/2 = sinx определены на множестве R. Для 
построения графика сложим ординаты точек графиков уг = х 
и z/2 = sinx с одинаковыми абсциссами (рис. 15). Ч ИЯ

Упражнения
Упражнения 51, 55—59 выполнить с помощью графика 
функции у = sinx.

51. (Устно.) Выяснить, при каких значениях х, принадлежа­
щих отрезку [0; Зя], функция у = sinx принимает: 1) зна­
чение, равное 0, 1, - 1; 2) положительные значения; 3) от­
рицательные значения.

52. Найти значения функции у = sin 2х при:

1) х = -; 2) х = -; 3) х = -—; 4) х = -—.
4 3 3 6

53. Найти значения функции у = —— при:
sin2 х

1) х = --; 2) х = ——; 3) х = -—; 4) х = -—.
2 4 3 4

54. Выяснить, принадлежат ли графику функции i/ = sinx точ­
ки с координатами:
1) о} 2) Г
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55. (Устно.) Выяснить, возрастает или убывает функция у = sinx
на промежутке:

1)

4)

Зл. 5л . 
2 ’ 2 J’
Зл, _л 

~~2’ ~2

2) |J; л);

5) [2; 4];

з) "Й;
6) (6; 7).

56. Разбить данный отрезок на два отрезка так, чтобы на одном 
из них функция у = sinx возрастала, а на другом убывала:

1) [0; л]; 2) |; 2л ; 3) [-л; 0]; 4) [-2л; -л].

57. С помощью свойств возрастания или убывания функции 
г/= sinx сравнить числа:

1) sin — и sin ;
10 10

2) sin и sin —; 
7 7

58.

• ( 8 л ( 9л)3) sin----- и sin---------;
) 7 ' I 8 J

4) sin 7 и sin 6.

Найти все принадлежащие отрезку [0; Зл] корни уравнения: 
• л/З . V2 . Л .. . л/3

1) sin х = —; 2) sin х = — ; 3) sin х = —— ; 4) sin х = —— .

59. Найти все принадлежащие отрезку [0; Зл] решения неравен­
ства:

1 /о
1) sin х > л ; 2) sin х < — ;

2 2 г-
оч • 1 лч ■3 ) sin х > — ; 4) sin х < —— .2 2

60. Построив график функции у = f(x), найти: а) область опре­
деления функции; б) множество значений; в) промежутки 
убывания:

1)
если 0 < х < Зл, 
если х < 0;

/(х) = <
sinx,

2)
cosx,

если — < х < 2л,
4

о , 71 если -2л < х < —.4

61. Выразив косинус через синус по формулам приведения, 
сравнить числа:
1 \ • л л 9 л 9 л1) sin — и cos — ; 2) sin — и cos — ;

9 9 8 8

3) sin — и cos — ; 4) sin — и cos — .
5 14 8 10

Зл62. Найти все принадлежащие промежутку - — < х < л корни 
уравнения:

1 ч/з1) sin 2х = -— ; 2) sin Зх = — .л
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63. Найти все принадлежащие множеству решений неравенства 
yjx - 1 < 2 корни уравнения sin х = — .

4 Зя
64. Найти все принадлежащие промежутку - — < х < л реше­

ния неравенства:
1) sin 2х > -i ; 2) sin Зх < .

65. Найти множество значений функции г/= sinx, если х при­
надлежит промежутку:
1 \ л Зл 5л1 ) —■> л —■> ~ •|_6 J L 4 4 J

66. Найти промежутки убывания функции на заданном отрезке:
1) у = sin [х - — \ Г- —, 2л ;

I 2/L 2 J
2) г/=-sinx, [-л; 2л].

67. Решить графически уравнение: 
1 \ • 2 2 о\ • о 21) sinx =—х—; 2) sin х = 2—х;

Зл 3 л
3) -sinx = Vx; 4) sinx = cosx.

68. С помощью графиков функций выяснить, имеет ли решение 
система уравнений:

у -1 = sinx,
л.
2’

2)
у = -sin х,

2 1У =—2”1-X
D

У =

69.

70.

71.

Сколько решений 
у = 2sin х, 

1) 1i/ = logix;
з

Построить график 
1) у =1 - sinx;
4) у = 2sinx;
Построить график 
1) у = sin | х |;
3) у = sin х - х;

имеет система уравнений: 
[у + 1 = -sin х, 2) \у = ^ 
{У у/ л, .

72.

и выяснить свойства
2) у = 2 + sinx;
5) у = 3sin | ;

функции:
2) у = |sinx|;
4) у = log 1 sin х.

2

функции:
3) у = sin Зх;
6) у = 2 - sin 2х.

73.

Сила переменного электрического 
цией, зависящей от времени, и

тока является функ- 
выражается формулой

I = Asin (cot + <р), где А — амплитуда колебания, со — часто­
та, ср — начальная фаза. Построить график функции, если:
1) А = 2, со = 1, <р= 2) А= 1, со = 2, ср =

Решить неравенство:
1) sin2x>^; 2) 3sinx - 2cos2x < 0.
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Свойства и графики функций y = tgx 
и у = ctgx

Функция y = tgx определена при х# — + пп, ntZ, являет­
ся нечётной и периодической с периодом л; поэтому достаточно 

построить её график на промежутке 0; Затем, отразив его 
симметрично относительно начала координат, получить график 
на интервале Г-^5 Наконец, используя периодичность, по­

строить график функции y = tgx на всей области определения.
1У1 Прежде чем построить график функции на промежутке 

0; покажем, что на этом промежутке функция возрастает.

О Пусть 0 < хг < х2 < — .

Докажем, что tgx1<tgx2, т. е.

По условию 0 < хг < х2 < |, 
откуда по свойствам функции 
у = sin х имеем 0 < sin хг < sin х2, 
а по свойствам функции у = cos х
также имеем

cosxx > cosx2 > 0,

откуда 0 <-------
cos хх 

Перемножив 
sin хг < sin х2 и

cos х2
неравенства 
11

cos х1 cos х2
Sin Xi sin х2 получим ------ - <------ - ,cos х1 cos х2 

tgxt < tgx2. • 1У1
Зная, что функция y = tgx 

возрастает на промежутке 0 < 
< х < — , найдём несколько точек, 

принадлежащих графику, и по­
строим его на этом промежутке 
(рис. 16).

Исходя из свойства нечётно­
сти функции у = tgx, отразим по­
строенный на промежутке 0; 
график симметрично относитель­
но начала координат, получим 
график этой функции на интер­
вале (рис. 17).

sin х1 sin х2 
cos х1 cos х2
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Напомним, что функция у = tg х не, л при х = ±— определена.

Если х < — их приближается к , то sinx приближается к 1,

a cosx, оставаясь 
дробь sin х = tg х 

cos х

положительным, стремится к нулю. При этом 
л неограниченно возрастает, и прямые х = — и

х = — являются 2
вертикальными асимптотами.

Перейдём к построению графика функции z/ = tgx на всей 
области определения. Функция y = tgx — периодическая с пери­
одом л. Следовательно, график этой функции получается из её

графика на интервале — (см. рис. 17) сдвигами вдоль оси 
\ 2 2 у

абсцисс на лп, n^Z (рис. 18).
Итак, весь график функции i/ = tgx строится с помощью 

геометрических преобразований его части, построенной на про­
межутке 0;

Свойства функции z/ = tgx можно получить, опираясь на

свойства этой функции на промежутке О — . Например, функ- 
2 J

ция i/ = tgx возрастает на интервале

ция возрастает на промежутке 0; —
2

(~2’ 2^’ ТаК КаК ЭТа ФУНК’ 

и является нечётной.

Основные свойства функции z/ = tgx
1) Область определения — множество всех действительных 
чисел х^ + тт, nEZ.

2) Множество значений — множество R всех действитель­
ных чисел.
3) Прямые х = — + лп, n^Z, являются вертикальными 
асимптотами.
4) Периодическая, Т = л.
5) Нечётная.
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6) Функция принимает:
— значение, равное 0, при х = ли, п € Z;
— положительные значения на интервалах 
п € Z;

пп; — + пп 
2

— отрицательные значения на интервалах — — + тт;тт 
n^Z; 2
7) Возрастающая на интервалах + лд; — + пп , ntZ.

Задача 1. Найти все корни уравнения tgx = 2, принадлежа- 
. Зя щие отрезку -л ч х ч — .

|> Построим графики функций у = tgx и у = 2 на данном отрезке 
(рис. 19, а). Эти графики пересекаются в трёх точках, абсцис­
сы которых хг, х2, х3 являются корнями уравнения tgx = 2. На 
интервале f-"p уравнение имеет корень x1 = arctg2. Так как 

функция у = tgx периодическая с периодом л, то х2 = arctg2 + л, 
х3 = arctg2 - л.

Ответ. xx = arctg2, х2 = arctg2 + л, х3 = arctg2 - л. Ч
Задача 2. Найти все решения неравенства tgx <2, принад-

Свойства и графики функций y = tgx и y = ctgx



> Из рисунка 19, а видно, что график функции z/ = tgx лежит
не выше прямой у = 2 на промежутках [-л; х3], ; rq и —; х2

71 Л -
т. е. -л < х < -л + arctg2, < х < arctg2, — < х < л + arctg2. ◄ 

Za и
Задача 3. Решить неравенство tg х > 1.

> Построим графики функций у = tgx и у = 1 (рис. 19, б). Ри­
сунок показывает, что график функции z/ = tgx лежит выше 
прямой у = 1 на промежутке —; — , а также на промежутках, 

<4 2)
полученных сдвигами его на л, 2л, Зл, —л, -2л и т. д.

Ответ. — + тт < х < — + пп, nQZ ◄ 
4 2

По формулам приведения функция z/ = ctgx может быть
представлена как i/ = -tg х + я. Свойства функции ?/ = ctgx \ Zj J / \
можно получить, исследуя функцию у = — tgl X + I.
1У1 Основные свойства функции z/ = ctgx

1) Область определения — все действительные числа, кроме 
х = Tin, n^Z.
2) Множество значений — множество R всех действитель­
ных чисел.
3) Прямые х = Tin, ntZ, являются вертикальными асимп­
тотами.
4) Периодическая, Т = л.
5) Нечётная.
6) Убывающая на интервалах (ли; л + Tin), n&Z.
График функции y = ctgx можно построить сдвигом графи-

л. х Лка функции у = tgx на — единиц влево, затем осуществить сим-
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f2x + ^\
I 3j

= ctg 2 л .. ,периодическая с периодом —, ее график можно по-

Задача 4. Построить график функции у = ctg

t> Очевидно, что ctg|^2x + ^ = ctg| 2^х + ^ |. Функция у =

х + - 
6

строить с помощью преобразований графика функции у = ctgx так:
1) выполнить сдвиг на — единиц влево;

6 / ч
2) выполнить сжатие графика функции у = ctg х + — вдоль 

к 6 )
оси абсцисс к прямой х = - — в 2 раза.

Полученный график изображён на рисунке 21. ◄
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Задача 5. Построить график функции у = yjtg х.
О Заданная функция определена при условии, что tgx прини­
мает неотрицательные значения, т. е. при лп < х л— + лп

2 п &Z.
Функция периодическая с периодом л, так как если х принадле­
жит области определения, то х - л и х + л принадлежат области
определения и при этом yjtg^x + л) = ^tg х.

ТСФункция возрастает при 0 < х < — (по свойству сложной

функции) и принимает только неотрицательные значения. Гра­
фик функции изображён на рисунке 22. ◄ П5йГ]

Тригонометрические функции широко применяются в мате­
матике, физике и технике. Например, многие процессы, такие, 
как колебания струны, маятника, напряжение в цепи перемен­
ного тока и т. д., описываются функциями, которые задаются 
формулами вида у = Asin (сох + ср). Такие процессы называют гар­
моническими колебаниями, а описывающие их функции — гар­
мониками (от греческого слова harmonikos — соразмерный). Гра­
фик функции у = Asin (сох + ср) получается из синусоиды у = sin х 
сжатием или растяжением её вдоль координатных осей и сдвигом 
вдоль оси Ох. Обычно гармоническое колебание является функци­
ей времени t, т. е. у = Asin(coi + ср), где А — амплитуда колебания, 

, 2л ,со — частота, ср — начальная фаза, а — — период колебания.

Упражнения

74. (Устно.) Выяснить, при каких значениях х из промежутка 
—л < х < 2л функция у = tgx принимает: 1) значение, равное 
0; 2) положительные значения; 3) отрицательные значения.

34 Глава I
Тригонометрические функции



82. Построив график функции у = /(х), найти: а) область опреде­
ления; б) множество значений; в) промежутки возрастания:

75. (Устно.) Выяснить, является ли функция y = tgx возраста­
ющей на промежутке:
1) 2) Г-;тЛ 3) 4) [2; 3].

_4 3_ V 2 / \ 2 8J
76. Найти значение функции при заданном значении аргумента:

1) y = tgx, х = 2) y = tg3x, х = у;

3) y = ctgx, х = ^; 4) z/ = ctg^, х = |.

77. Найти значение функции у = . . при:
|tg х|

1 \ ал 5 тс e Зтс в тс е j х 2тс1) ос — « 2) ос — « о 1 ос — « 4) ос — •
’ 6 ’ 4 ’ 6 7 3

78. Выяснить, принадлежит ли графику функции y = tg2x точ­
ка с координатами:
1) 2)

1 8 ) 1 6 ’ 3 J’
3) 4) LlZH; -1\

1 3 ) 1 8 )
79. С помощью свойств функций y = tgx и у = ctgx сравнить 

числа:
1) tg J и tg у ; 2) ctg у и ctg ;

3) tg[-y) и tg^-y^j; 4) и tg^-y^;

5) ctg 2 и ctg3; 6) tgl и tgl,5.
80. Найти все принадлежащие промежутку (-л; 2л) корни урав­

нения:
1) ctgx = 1; 2) tgx = д/з ; 3) ctgx = -л/з ; 4) tgx = -1.

81. Найти все принадлежащие промежутку (-л; 2л) решения не­
равенства:
1) tgx > 1; 2) tgx < — ; 3) ctgx < -1; 4) ctgx > - л/з .

3
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, , ЗяI \ \ tg x, если л ч x <—,1) Дх) = 2
sin x, если - л < x < л;

ctg x, если -л < x < < x < 2л,
2)^)= K<<32K2

cos х, если — < х < —.1 2 2

83. Решить неравенство: г
1) ctgx <1; 2) tgx > д/з ; 3) tgx < —; 4) tgx > -1.О
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84. Найти все принадлежащие промежутку [0; Зя] корни урав­
нения:
1) tgx = 3; 2) ctgx = -2.

85. Найти все принадлежащие промежутку [0; Зя] решения не­
равенства:
1) tgx>3; 2) tgx <4; 3) tgx<-4; 4) tgx>~3.

86. Решить неравенство:
1) ctgx>4; 2) tgx <5; 3) ctgx<-4; 4) tgx>-5.

87. Найти все принадлежащие промежутку ; я корни урав­
нения: J
1) tg2x = д/з ; 2) tg = -1; 3) ctg = —7= ; 4) ctg3x = 1. о z -\j о

88. Найти все принадлежащие промежутку 
неравенства:
1) tg2x < 1; 2) tg3x < - д/з ; 3) ctg — < — ; 4) ctg — > 1.

2 3 3
89. Построить график и выяснить свойства функции:

1) i/ = tg^x + 0 2) i/ = tg|;

3) z/ = ctgfx-^; 4) z/ = ctgf^ + ^l
\ о J у о 4J

90. Найти множество значений функции z/ = tgx, если х при­
надлежит промежутку:
1) [-J; |]; 2) 3) (0; я); 4)

решения

я. Зя 
4’ 4

Построить график функции (91—93).
91. 1) z/ = tg|x|; 2) i/ = |tgx|; 3) у = ctgx; 4) у =

92. 1) у = tgxctgx; 2) z/ = sinxctgx; 3) у = 2tgx; 4) у = д/ctg х .
93. 1) г/= tg(Зх-£|; 2) z/ = ctg[2x-|l

94. Решить неравенство:
1) tg2х < 1; 2) tg2х > 3; 3) 3sin2x + sinxcosx > 2.

§ 6. Обратные тригонометрические функции
1У1 1. Функция i/ = arcsinx

По определению арксинуса числа (см. учебник 10 класса) 
для каждого хе[-1; 1] определено одно число z/ = arcsinx. Тем 
самым на отрезке [-1; 1] задана функция

Покажем, что

к функции у = sin х

у = arcsinx.
функция у = arcsin х является обратной 
рассматриваемой на отрезке — < х < .
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О Рассмотрим уравнение sinx = z/, где у — заданное число из 

отрезка —1 < г/ < 1, ах — неизвестное. На отрезке “ < х < это 

уравнение по определению арксинуса числа имеет единственный 
корень х = arcsin z/.

Поменяв в этой формуле местами х и у, получим 
у = arcsin х. •

Таким образом, свойства функции у = arcsin х можно полу­
чить из свойств функции у = sinx. График функции у = arcsinх
симметричен графику функции у = sinx, 
тельно прямой у = х (рис. 23, 24).

71 71— ч х ч — , относи- 2 2

Основные свойства функции у = arcsin х
1) Область определения — отрезок [-1;

2) Множество значений — отрезок л.
2’

1].
к
2.

3) Нечётная, так как arcsin (-х) =-arcsin х.
4) Возрастающая.

Для функции у = sinx обратную можно найти, например,

на отрезке —; — . На нём функция у = sinx убывает от 1 до 
2 2 _

—1, т. е. на этом промежутке функция имеет обратную. Для её 
нахождения возьмём произвольное значение у() из множества 
[—1; 1] и найдём соответствующее значение х0, исходя из того,
что yQ = sin х0, х0 € —; — . Очевидно, что х0 = л - arcsin у0. По- 

_ 2 2 _
меняв местами х и у, получим функцию у = л - arcsin х. Таким

образом, для функции z/ = sinx на отрезке л. Зл
2’ 2 _

обратной

z/ = K-arcsinx с областью определения [-1; 1]будет функция
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и множеством значений
(рис. 25). fee

л. Зл
2’ 2

2. Функция у = arccos х
По определению аркко­

синуса числа для каждого 
х G [-1; 1] определено одно
число у = arccos х. Тем самым 
на отрезке [-1; 1] определена 
функция у = arccos х. Эта функ­
ция является обратной к функ­
ции у = cosx, рассматриваемой 
на отрезке 0 < х < л. График 
функции у = arccos х симметри­
чен графику функции у = cos х, 
О < х < л, относительно прямой 
у = х (рис. 26, 27).

Основные свойства функции у = arccos х
1) Область определения — отрезок [-1; 1].
2) Множество значений — отрезок [0; л].
3) Убывающая.

3. Функции у = arctgx и у = arcctgx
По определению арктангенса числа для каждого действи­

тельного х определено одно число у = arctgx. Тем самым на 
всей числовой прямой определена функция у = arctgx. Эта 
функция является обратной к функции i/ = tgx, рассматрива- 

емои на интервале <х< —. График функции у = arctgx
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(рис. 28) получается из графика функции у = tgx, -^ < х < 
(см. рис. 17), симметрией относительно прямой у = х.

Основные свойства функции у = arctg х
1) Область определения — множество R всех действитель­
ных чисел.
2) Множество значений — интервал
3) Возрастающая.
4) Нечётная, arctg (-х) = -arctg х.
По определению арккотангенса числа для каждого дей­

ствительного х определено одно число y = arcctgx. Тем самым 
на всей числовой прямой определена функция y = arcctgx. Эта 
функция является обратной к функции y = ctgx, рассматривае­
мой на интервале (0; л). График функции y = arcctgx получается 
из графика функции y = ctgx, х € (0; л), симметрией относитель­
но прямой у = х.

Основные свойства функции у = arcctg х
1) Область определения — множество R.
2) Множество значений — интервал (0; л).
3) Убывающая.
4) Нечётная, arcctg(-x) =-arcctgx.

2 тгЗадача 1. Решить уравнение arccos(3x + 1) = — . 
2л[> Так как — G [0; л], то по определению арккосинуса числа 

О ! 1 2лданное уравнение равносильно уравнению Зх + 1 = cos — , отку- 
1 1да Зх + 1 = -- , х = -- . ◄

Задача 2. Найти область определения функции
. х - 2 у = arcsm------ .

у 3
> Так как функция у = arcsin t определена при -1 < t < 1 
то функция у = arcsinХ определена для тех значений х
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для которых выполняется неравенство Х 1- Отсюда

-3 < х - 2 < 3, -1<х<5. ◄

2
Задача 3. Найти значение функции у = tgx при х = arcsin—.

3
2 л л • 2D> Так как х = arcsin—, то <х< — , sinx = —, т. е. х — угол 3 2 2 3 J

первой четверти.

Найдём cosx по формуле |cosx|= Jl-sin2x =

Так как х — угол I четверти, то cosx= — и tgx = 
_ 2 , л/б 2\/б

з

Задача 4. Построить график функции у = arcsin(sinx).
> Функция определена
чисел, её период равен

на всём множестве действительных 
2л. Построим график функции на от­

резке л. Зл 
2’ Т Если л л т, л Злч хч — , то у = х. Если — ч хч — ,

2 2 2 2
Л - -Лто ч х -лч - и из определения 
Ci с

арксинуса следует, что

arcsin (sin (х - л)) = х - л. Так как sin (х - л) = -sin х, то

arcsin (sin (х - л)) = arcsin (-sin х) = -arcsin (sin х).

Таким образом, если X €
л

_2
Зл 
2

то х - л = -arcsin (sin х) и

arcsin (sin х) = л - х. Следовательно, на отрезке л. Зл 
2’ 2

у = arcsin (sin х) =
л лх, если — чхч-, 
2 2

л Злл - х, если - чхч — 
2 2
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Упражнения
Сравнить числа (95—97).

95. п -11) arcsm — И

и

2 arcsm .— 
х/10

. V5 arcsin —;
3

2)

4)

arcsin

arcsin

Ж
 

^>1”
 

1 
1

и arcsin

и arcsin
7

3 1-
4J’

f--
l 4 .

7з
ох • 23) arcsm —

V5

96. 1) arccos
V3

3) arccos —
4

и

и

1 arccos —;

V7 .arccos ;
7

2)

4)

arccos

arccos

< 
4 

cm
Tf | Ю

 
>

1 и arccos

и arccos
7

z------ч 
col b-

1-1
1 CO 

1 •

97. 1) arctg 2д/3 и arctg 3a/2; 2) arctg
(

< V2?

( 
и arctg

75,

98.

99.

100.

3) arcctg л/б и arcctg V?;

Решить уравнение (98—

1) arcsin (2 - 3x) = ;
6

о \ • x 2 ju3) arcsm-------= —
4 4

1) arccos (2x + 3) = ;
О

x + 1 2л .3) arccos-------= —;
3 3

1 \ i x лl) arctg 4 - g;

3) arctg (2x + 1) = - ;0

( 2
4) arcctg ——

I V3
100).

2) arcsin (3 - 2

4) arcsm —-—7 2

2) arccos (3x +

— 14) arccos —-— 
3

, l + 2x2) arctg 
0

4) arctg (2 - 3л

bJD 
о£ 

. 
K|(N

II 
II 

к 
•- 

1

s 
Д 

i 
; ki

ii

z-----
x 

H 
II 

’i 
. 

|| 
T?

101. Найти область определения функции:

• х~3.
1) у = arcsm ,

3) у = arccos (2л/х - 3

у = arccos

7) у = arcsin (х2 - 2);

2) у = arccos (2 - Зх);

. 2х2 - 5
4) у = arcsm —-—; 

о
6) у = arcsin (Зл/х - 2);

8) у = arccos (х2 - х).

102. Доказать, что график функции у = arccos х симметричен от­

носительно точки
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103. Построить график функции:
1) у = arcsin (2х + 3); 2) у = 2arccos (х - 1);
3) у = arcctgx; 4) у = arcctg(x + 1).

104?] Доказать, что arcsin х + arccos х = — .
2

[1057] Доказать, что arccos (~х) = п - arccos х.

[1067] Построить график функции:
1) у = arccos (cos х);
2) у = arcsin (cos х).

[1077 Найти функцию, обратную к функции у = cosx на отрезке 
[-я; 0].

Упражнения к главе I

^/sin x;

cos x
2 sin2 x - sin x

108. Найти область определения функции:
1) у = sinx + cosx; 2) z/ = sinx + tgx; 3) у = 

I-------  2х4)!,-JCosx; 5) у- 2ainx_i; 6) у-

109. Найти множество значений функции:
1) у = 1 - 2sin2x; 2) у = 2cos2x - 1;
3) у = 3 - 2sin2x; 4) у = 2cos2x + 5;
5) у = cosЗхsinx - sinЗхcosx + 4;
6) у = cos 2xcosx + sin 2xsinx - 3.

110. Выяснить, является ли чётной или нечётной функция:
1) у = х2 + cos х; 2) у = х3 - sin х;
3) у = (1 - x2)cos х; 4) у = (1 + sin x)sin х.

111. Доказать, что наименьший положительный период функ­
ции у = /(х) равен Т:

1) у = cos 7х, Т = ; 2) у = sin у , Т = 14л.

112. Сравнить числа:
1) sin 1 и cos 2; 2) sin(-l) и cosl;
3) sin3,5 и tg3,5; 4) cos3 и tg4.

113. Выяснить, какая из функций z/ = sinx или у = cosx являет­
ся убывающей на промежутке:
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114. Найти множество значений функции у = f(x) на промежут­

ке л. п 
б’ 3

если:

1) f(x) = sinx; 2) f(x) = cosx; 3) f(x) = tgx.

115. С помощью графика функции у = cosx найти такие значе­
ния х из заданного промежутка, при которых справедливо 
равенство:
1) cosx = -i —л ; 2) cos х = —, Г-—; 0~|.

2 L 2 J 2 2

116. С помощью графиков функций у = tgx и у = ctgx найти все 
такие значения х из заданного промежутка, при которых 
справедливо неравенство:
1) tgx< д/з , [-л; л]; 2) ctgx< 1, f-л;^ '■>

3)ctgx>-l, -|;2л\ 4) tgx>->/3 , л .

117. Найти принадлежащие промежутку [0; Зл] корни уравне­
ния:
1) 2cosx+ д/з = 0; 2) д/з - sinx = sinx;

3) 3tgx = д/з ; 4) cos х + 1 = 0.

118. Найти все принадлежащие промежутку [-2л; -л] решения 
неравенства:
1) 1 + 2 cosx>0; 2) l-2sinx<0;
3) 2 + tgx > 0; 4) l-2tgx<0.

119. С помощью графиков функций найти число корней уравне­
ния:
1) cosx = х2; 2) sinx = .

120. Построить график функции:
1) У = ~ sinx; 2) i/ = cosx-|.

121. Расположить в порядке убывания числа:

1) tg—, tg-, ’ 6 14 б3
2) tg3, tgl,8, tg2, tg4,5.

122. Найти область определения функции:

1) У = 2) y = ^tgx.
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123, Найти наибольшее и наименьшее значения функции:

1) у = cos4x - sin4x; 2) i/= sin x + - sin \x-~ ; 
k 47 k 4)

3) у = 1 - 2| sin 3x|; 4) у = sin2x - 2cos2x.

124. Выяснить, является ли чётной или нечётной функция:
1) у = sinx + tgx; 2) у = sinxtgx; 3) у = sinx|cosx|.

125. Найти наименьший положительный период функции:

1) у = 2sin (2х + 1); 2) У = 3tg ±(х + 1).

126. Решить графически уравнение:

1) cosx = |x|; 2) sinx = -|x+l|.

127. Найти нули функции:
1) у = cos2х - cosx;
2) у = cos х - cos 2х - sin Зх.

128. Решить уравнение:

1) arccos(x-3)= 2) arcsin

[129. Найти все значения х, при которых функция 

у = 1,5 - 2sin2— 
у 2

принимает положительные значения.

х + 2^1 _ _ л
3 ) 6'

[130. Построить график функции:

1) = 2sinf—+ —1-2; 
V2 3j

3) у = cos | х |;

5) у = sin x + | sin x |;

2) у = cosx - -\/cos2x;

4) у = -sinx;

6) у = 2sinx.

[1317] Найти множество значений функции:
1) у = 12sinx - 5cosx; 2) у = cos2 х - sin x.

[132?] Решить неравенство:
1) sinx > cosx; 2) tgx > sinx.

133. Сечение канала — равнобедренный треугольник площа­
ди S. Каким должен быть угол при вершине этого треуголь­
ника, чтобы канал имел наименьший смоченный периметр 
(длина границы сечения, соприкасающаяся с водой).
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Вопросы к главе I

1. Назвать множество значений каждой из функций 
у = sinx, у = cosx.

2. Назвать область определения каждой из функций 
у = tgx, у = ctgx.

3. Какая из функций
у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = ctg х 

является чётной?

4. Какая функция называется периодической?

5. Привести пример функции, у которой наименьший положи­

тельный период равен: 2л; л; — ; Зл.
2

6. Назвать промежутки возрастания каждой из функций 
у = sinx, у = cosx.

7. При каких значениях х каждая из функций 
z/ = tgx, у = ctgx 

принимает положительные значения?

8. При каких значениях х каждая из функций 
у = sinx, у = cosx

принимает наибольшее и наименьшее значения?

9. Назвать область определения каждой из функций 
у = arcsin х, у = arccos х.

10. Назвать множество значений каждой из функций 
у = arctgx, у = arcctgx.

Проверь себя!

1. Найти область определения функции z/ = tg2x. Является ли 
эта функция чётной?

2. Построить графики функций i/ = sinx, у = cosx на отрезке 
[—2л; —л]. Для каждой из этих функций найти значения х 
из данного отрезка, при которых:
1) г/(х)=1; 2)г/(х) = -1; 3) у(х) = 0;
4) у(х) > 0; 5) у(х) < 0.

3 Найти все значения х из промежутка -; 2л 
2

для которых

выполняется неравенство cos х 1
2
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4. Расположить в порядке возрастания числа:

ctg^, ctg-y, ctgy, ctg2.

1. Построить график функции z/ = -cosx и найти значения х, 
при которых функция: а) принимает отрицательные значе­
ния; б) убывает.

2. Построить график функции у = sin — - х и найти значе- 
\ 3 /

ния х, при которых функция принимает положительные 
значения.

3. С помощью графиков функций выяснить, сколько корней 
имеет уравнение cosx = lgx.

4. Найти множество значений функции у = sin2x + 2cos 2х.

5. Исследовать функцию 

график.

у = — sinf2х - — 1 + 1
2l 3J

и построить её

I Историческая справка
Тригонометрические функции (получившие название от 

греч. trigonon — треугольник и metreo — измеряю) играют боль­
шую роль в математике и её приложениях.

Исследованием тригонометрических функций практически 
занимались ещё древнегреческие математики, изучая взаимное 
изменение величин в геометрии и астрономии. Отношения сто­
рон в прямоугольных треугольниках, по своей сути являющиеся 
тригонометрическими функциями, рассматривались уже в IV— 
III вв. до н. э. в работах Евклида, Архимеда, Аполлония и дру­
гих учёных.

Учение о тригонометрических величинах получило раз­
витие в VIII—IX вв. в странах Среднего и Ближнего Востока. 
Так, в IX в. в Багдаде аль-Хорезми составил первые таблицы 
синусов. Аль-Бузджани в X в. сформулировал теорему синусов 
и с её помощью построил таблицу синусов с интервалом 15', 
в которой значения синусов приведены с точностью до восьмого 
десятичного знака. Ахмад-аль-Беруни в XI в. вместо деления 
радиуса на части при определении значений синуса и косину­
са, сделанного до него Птолемеем, начал использовать окруж­
ность единичного радиуса. В первой половине XV в. аль-Каши 
создал тригонометрические таблицы с шагом 1', которые в по­
следующие 250 лет были непревзойдёнными по точности. Са­
мым крупным европейским представителем той эпохи, внёсшим 
вклад в развитие исследования тригонометрических функций, 
считается Региомонтан.
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В начале XVII в. в развитии тригонометрии наметилось но­
вое направление — аналитическое. Если до этого учения о три­
гонометрических функциях строились на геометрической основе, 
то в XVII—XIX вв. тригонометрия постепенно вошла в состав 
математического анализа и стала широко использоваться в ме­
ханике и технике, особенно при рассмотрении колебательных 
процессов и иных периодических явлений.

О свойствах периодичности тригонометрических функций 
знал ещё Ф. Виет. Швейцарский математик И. Бернулли в сво­
их работах начал применять символы тригонометрических функ­
ций. Однако близкую к принятой теперь символику ввёл Л. Эй­
лер в 1748 г. в своей работе «Введение в анализ бесконечных». 
В ней он рассмотрел вопрос о знаках всех тригонометрических 
функций любого аргумента.

Тригонометрические функции Эйлер рассматривал как осо­
бые числа, называя их общим термином трансцендентные ко­
личества, получающиеся из круга. Для вычисления приближён­
ных значений sinx и cosx он получил их разложения в ряды:

Ji „4 „6ч X . X X .COSX = 1--------------------h2! 4! 6!

sinx

(1)

(2)

Можно показать, что графики функций, образованных раз­
ным числом членов ряда (1) или (2), постепенно приближаются 
к графику функции у = cosx или у = sinx.

В XIX в. дальнейшее развитие теории тригонометриче­
ских функций было продолжено в работах русского математи­
ка Н. И. Лобачевского (1792—1856), а также в трудах других 
учёных, например в работах профессоров МГУ Д. Е. Меньшова, 
Н. К. Бари, А. Н. Колмогорова.



Производная 
и её геометрический 
смысл

Все большие этапы развития 
математики всегда были связаны 

с воздействием тех или иных видов 
практической деятельности.

А. Н. Тихонов

Эта и две следующие главы учебника посвя­
щены началам математического анализа. Вы уже 
вплотную подходили к вопросам математического 
анализа, когда изучали различные свойства эле­
ментарных функций. Чем же особенным занимается 
математический анализ (который считается разде­
лом высшей математики)?

Знакомая вам элементарная математика 
(арифметика, геометрия, алгебра преобразований 
и уравнений) в основном является математикой по­
стоянных величин. Но всё окружающее нас так или 
иначе изменяется во времени, и на практике мы 
чаще всего имеем дело с переменными, а не по­
стоянными величинами. Различные виды движения 
описываются с помощью функций, поэтому функции 
являются объектами изучения таких наук, как физи­
ка, астрономия, биология, социология и др. А ма­
тематический анализ — это основа языка описания 
переменных величин и зависимостей одних величин 
от других (т. е. функций). Важнейшие понятия мате­
матического анализа — это функция, предел, про­
изводная, дифференциал, интеграл, ряд. Методом 
исследования этого раздела математики является 
анализ бесконечно малых величин или, как говорят, 
анализ посредством предельных переходов (с кото­
рым вы впервые встретились в 10 классе при опре­
делении степени с действительным показателем).

Понятие предела (даже и проиллюстрирован­
ное) воспринимается непросто как молодыми, так 
и взрослыми людьми (отчасти поэтому вопросы ма­
тематического анализа мы включили в содержание 
11 класса, а не 10 класса). Ни у кого не вызывает
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затруднений следить за постепенным «движением» по дискретной 
(прерывистой) последовательности значений а1? а2, а3 .... Однако 
при определении предела приходится иметь дело и с непрерывным 
переменным х, принимающим все действительные значения из неко­
торого промежутка числовой прямой. Далеко не всем бывает понятен 
процесс бесконечного приближения х к конкретному числу (пределу), 
если знать, что «следующего» числа за любым действительным чис­
лом просто не существует (между любыми двумя числами на числовой 
прямой находится бесконечно много действительных чисел).

Ещё со времён Евдокса (жившего в IV в. до н. э.) и вплоть до 
XVII в. попытки учёных дать точную математическую формулировку 
интуитивному представлению о непрерывности движения были без­
успешны. И лишь в XIX в. произошёл истинный прорыв в теории пре­
делов. Тогда великий французский математик О. Коши (1789—1859) 
осознал, что в описании процесса приближения переменного х к кон­
кретному числу дело касается лишь математических понятий, а инту­
итивные и метафизические представления о непрерывном движении 
не должны в нём использоваться.

Определения пределов, с которыми вы познакомитесь в этой гла­
ве (идущие от Коши) статичные, но они подвергают точному математи­
ческому анализу само непрерывное движение и разрешают, в частно­
сти, парадоксы Зенона (с которыми вы знакомились в курсе 10 класса).

При изучении многих процессов возникают задачи определения 
скорости этих процессов. Решение таких задач подводит к понятию 
производной, которая определяется с помощью предельного перехо­
да. Понятие производной функции тесно связано с построением ка­
сательной к графику этой функции. Проведение касательных, в свою 
очередь, связано с нахождением скоростей: если точка движется по 
кривой линии, вектор скорости в каждый момент времени направлен 
по касательной к кривой, а его длина равна линейной скорости дви­
жущейся точки.

Декарт рассматривал касательную как секущую, у которой обе 
точки пересечения с кривой сливаются в одну. Нахождение точек пе­
ресечения секущей с кривой он сводил к решению алгебраических 
уравнений (оставалось найти общие корни полученных уравнений). 
Продолжая исследования Декарта и обобщая опыт своих предше­
ственников в вопросах построения касательных, И. Ньютон и Г. Лейб­
ниц (независимо друг от друга) пришли к открытию дифференциаль­
ного исчисления — важнейшей части математического анализа.

В наши дни без знания математического анализа невозможно, 
например, рассчитать траектории космических объектов, закономер­
ности движения земной коры, невозможно экономично управлять хо­
зяйством, технологическими процессами, так как всё это развиваю­
щиеся, динамические явления.
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В этой главе, помимо представления о пределе, будут опреде­
лены понятия непрерывности функции и её производной, обоснованы 
правила дифференцирования (нахождения производной) многих эле­
ментарных функций, установлен геометрический смысл производной.

Надеемся, что параллельно с изучением материала главы вы са­
мостоятельно более подробно познакомитесь с историей математиче­
ского анализа и с его применением в естественных науках, в практике.

§ 1. Предел последовательности
■Ml 1. Числовые последовательности

Обратимся к понятию числовой последовательности, рассмо­
тренному в курсе алгебры 9—10 классов.

Если каждому натуральному числу п поставлено в соответ­
ствие некоторое действительное число хп, то говорят, что задана 
числовая последовательность (или просто последовательность)

Xi, Х2, ..., Хп, ... .
Кратко последовательность обозначают символом {хга} или 

(х„), при этом хп называют членом или элементом этой после­
довательности, п — номером члена хп.

Числовая последовательность — это функция, область опре­
деления которой есть множество N всех натуральных чисел. 
Множество значений этой функции, т. е. совокупность чисел хп, 
п € N, называют множеством значений последовательности.

Множество значений последовательности может быть как 
конечным, так и бесконечным, в то время как множество её 
элементов всегда является бесконечным: любые два разных эле­
мента последовательности различаются своими номерами.

Например, множество значений последовательности {(-1)"} 
состоит из двух чисел 1 и -1, а множества значений последова­

тельностей {п2} и < —> бесконечны.
(га)

Последовательность может быть задана с помощью форму­
лы, позволяющей вычислить каждый член последовательности

+ j
по его номеру. Например, если хп = -—------- , то каждый нечёт-

2
ный член последовательности равен 0, а каждый чётный член 
равен 1.

Иногда последовательность задаётся рекуррентной форму­
лой, позволяющей находить каждый член последовательности по 
известному предыдущему (или по известным предыдущим). При 
таком способе задания последовательности обычно указывают:

а) первый член последовательности хх (или несколько чле­
нов, например хг, х2);

б) формулу, связывающую п-й член с предыдущими членами.
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Так, арифметическая прогрессия с разностью d и геометри­
ческая прогрессия со знаменателем q 0 задаются соответствен­
но рекуррентными формулами

ап +1 = ап +
&п + 1 = М-

Зная первый член каждой прогрессии аг и Ьг, можно полу­
чить формулу (д + 1)-го члена соответствующей прогрессии:

ап + 1 = аг + nd, 
bn + i = biQn’ nEN.

Рекуррентной формулой хп = хп_ 4 + хп_2, niN, п>3, и ус­
ловиями х1 = 1, х2 = 1 задаётся последовательность Фибоначчи.

В некоторых случаях последовательность может быть зада­
на описанием её членов. Например, если хп — простое число 
с номером п, то х1 = 2, х2 = 3, х3 = 5, х4 = 7, х5 = 11 и т. д.

Отметим, наконец, что последовательность {хп} можно изо­
бразить:

а) точками с координатами (п; хп), n&N, на плоскости;
б) точками хп, n^N, на числовой оси.

Ш 2. Определение предела последовательности
Понятие предела последовательности было введено в учеб­

нике алгебры и начал математического анализа для 10 класса 
(глава IV, § 1) и использовалось при вычислении суммы беско­
нечно убывающей геометрической прогрессии.

Предваряя введение строгого определения предела последо­
вательности, рассмотрим примеры числовых последовательно­
стей {хп} и {ул}, где

,,п32547698 
i ’2 3 4 5 6 7 8 9

, и 1 1 1 1 1 1 
2’ 4» 8» 16’ 32’ 64’ •

Изобразим члены этих последовательностей точками на чис­
ловой прямой (рис. 30, 31).

Заметим, что члены последовательности {хп} как бы «сгуща­
ются» около точки 1 (см. рис. 30), располагаясь правее точки 1 
при чётных п и левее точки 1 при нечётных п. С увеличени­
ем п расстояние от точки хп до точки 1 уменьшается (стремится 
к нулю). Поэтому число 1 называют пределом последовательно­
сти {хп} при п 00 и пишут lim хп = 1.

0 1 0 1
-•---------- •—-|—•---- •------------- -—•--------------------------------- 1-------------- ►
Xj Х3 Х5 х4 х2 х у., у% у^ у

Рис. 30 Рис. 31
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Аналогично члены последовательности {z/n} с ростом п «при­
ближаются» к точке 0 (см. рис. 31), и поэтому limz/„ = 0.

П—>со

Введём определение предела последовательности.

Определение
Число а называется пределом последовательности {х„}, 
если для каждого s > 0 существует такой номер NE, что для 
всех п Ns выполняется неравенство |хга — а\ < а.

Если а — предел последовательности, то пишут lim хп = а 

или хп а при п
Последовательность, у которой существует предел, назы­

вают сходящейся. Последовательность, не являющуюся сходя­
щейся, называют расходящейся', иначе говоря, последователь­
ность называют расходящейся, если никакое число не является 
её пределом.

1У1 Заметим, что если хп = а для всех п Е N (такую последова­
тельность называют стационарной), то lim хп = а.

Из определения предела последовательности следует, что по­
следовательность {хл} имеет предел, равный а, тогда и только тог­
да, когда последовательность {хп - а} имеет предел, равный нулю.

Задача 1. Доказать, что предел последовательности {хп} ра­
вен а:

1) х„ = ——-, а = 1; 2) хп = , а = 0;
п Гyjn

3) хп = yjn + 2 - у/п + 1, а = 0;

4) хга = —4--^—4-...4------ - -----, а = 1.
7 п 1-2 2-3 тг(га + 1)

О 1) Докажем, что lim хп = 1. Так как хл = 1~—, то |хл-1| = —. 
М—>со 71 71

Возьмём произвольное число s > 0. Неравенство \хп - 1| < £ будет

выполняться, если — <£, т. е. при п>~. Выберем в качестве 
п £

Ns какое-нибудь натуральное число, удовлетворяющее условию

Ne > -, например число А. = 4-1, где — целая часть числа
Е

1i, т. е. наибольшее целое число, не превосходящее -. Тогда для 
£ е
всех п > Ns будет выполняться неравенство | хп - 11 = — < — < £.

По определению предела это означает, что lim хп = 1 , т. е.
П—>СО

lim —- = 1.п->°о П

52 Глава II
Производная и её геометрический смысл



2) Воспользуемся тем, что и при в > 0 неравен-

1ство —— < £ равносильно каждому из 
4п

неравенств 12 1-<£ , П>—.
П £2

Пусть + 1,

няются неравенства

тогда — и при всех п

<£. Поэтому

Ne выпол-

lim = 0.
п->0° л/Й

Аналогично можно доказать, что lim — = 0, если а > 0. 
п—>00 П

3) Умножив и разделив хп на + 2 + -^п + 1, получим

(7^ + 2) -(д/п + 1) _ _______ 1______

■Jn + 2 + yjn + 1 ^п + 2 + +1

1откуда | хп | Неравенство < е будет выполняться, если

Г" 1п > —, т. е. при п>—~. Пусть N =
4s2 _4е2_

+1, тогда для всех1

n > А. . выполняются неравенства |х„|<——^=<е. Это означа-
2 д/га 2д/.У£

ет, что lim х =0, т. е. lim L/n + 1 - Jn + 1) = 0. 
71—>со N >

4) Так как ----------
k(k + l)

то хп 1
71-1

- — 4--- —- = 1----—откуда I х_ — 11 = 1 и lim х = 1. ◄
п п+1 п+1 1 п 1 п+1 п->;. п

Обратимся ещё раз к определению предела. Согласно опре­
делению число а является пределом последовательности {хга}, 
если при всех тг > А£ выполняется неравенство |х„- а| < е, кото­
рое можно записать в виде а — & < хп< а + г.

Другими словами, для каждого £ > 0 найдётся номер NE, 
начиная с которого все члены последовательности {хп} принад­
лежат интервалу (а - £; а + е). Этот интервал называют s-окрест- 
ностъю точки а (рис. 32).

Итак, число а — предел последовательности {хга}, если 
для каждой Е-окрестности точки а найдётся номер, начиная 
с которого все члены последовательности принадлежат этой 
окрестности, так что вне этой 
окрестности либо нет ни одно- .............................. .............. ..
го члена последовательности, а-г а а+г х
либо содержится лишь конеч- Рис. 32
ное число членов.
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3. Свойства сходящихся последовательностей
Перечислим основные свойства сходящихся последователь­

ностей.

Свойство 1. Если последовательность {хп} имеет предел, 
то она ограничена, т. е. существуют числа и с2, такие, 
что сг < хп < с2 для всех п е N.

Замечание. Из ограниченности последовательности не 
следует её сходимость. Например, последовательность {(-I)71} 
ограничена, но не является сходящейся.

Свойство 2. Если последовательности {хп}, {уп}, {zn} тако­
вы, что хп < уп < zn для всех nEN и lim xn = lim zn = a, то 

П—>со П—>СО
последовательность {у^ сходится и lim уп = а.

Доказательство свойства 2 основано на том, что в любой 
окрестности точки а содержатся все члены последовательностей 
{хп} и {zn}, за исключением, быть может, конечного числа. Этим 
же свойством обладает и последовательность {уп}, так как все её 
члены заключены между соответствующими членами последова­
тельностей {хп} и {zn}.

Задача 2. Пусть ад > -1 при всех п е N и lim осп = 0. Дока­
зать, что

lim til + ап = 1, k е TV, > 2. (1)
71—>со V

> Докажем сначала, что

1-|а„|< ^/1 + а„ <l + |an|, n&N, k&N. (2)

В самом деле, если ап > 0, то

1 < + < (V1 + ап ) = 1 + an = 1 + | aJ’

если -1 < ап < 0, то

1 > V1 + an > (V1 + aJ = 1 + an = 1 - | an I’

откуда следуют неравенства (2). Применяя свойство 2, получаем 
утверждение (1). Ч

Производная и её геометрический смысл

Замечание. Если х

lim а, = 0 , то хп = у/а • й1 + 
п^оо п \ а

= у[а.

Свойство 3. Если хп &
то а > Ь. 1У1
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уп для всех п и lim хп = a, lim уп = Ъ,



М 4. Предел монотонной последовательности

Определение 1
Последовательность {х„} называется возрастающей, если 
каждый её последующий член больше предыдущего, т. е. 
если хп<хп + 1 для всех п.
Если хп^хп + 1 для всех п, то последовательность {хп} на­
зывают неубывающей.

Определение 2
Последовательность {хп} называется убывающей, если каж­
дый предыдущий её член больше последующего, т. е. 
х„>х„ + 1 для всех п.
Если хп>хп + 1 для всех п, то последовательность {хп} на­
зывают невозрастающей.
Возрастающие, неубывающие, убывающие и невозрастаю­

щие последовательности называют монотонными.

Теорема 1

Если последовательность {хп} является возрастающей (или 
неубывающей) и ограничена сверху, т. е. хп < М для всех 
п, то она имеет предел.

Теорема 2

Если последовательность {хп} является убывающей (или 
невозрастающей) и ограничена снизу, т. е. хп > m для 
всех п, то она имеет предел.

Доказательство теорем 1 и 2 обычно даётся в курсе высшей 
математики. Эти теоремы широко применяются в математике и, 
в частности, в геометрии. Рассмотрим квадрат ABCD, вписанный 
в круг радиуса R (рис. 33). Соединив отрезками вершины это­
го квадрата с серединами дуг АВ, 
ВС, CD и DA, получим правиль­
ный 8-угольник, вписанный в тот 
же круг.

Продолжая аналогичные по­
строения, образуем последователь­
ность правильных 2”-угольников 
(п > 2), каждый из которых вписан 
в тот же круг и получен из преды­
дущего удвоением числа его сторон.

Последовательность площадей 
этих правильных многоугольников 
является возрастающей, так как каж­
дый последующий многоугольник
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содержит предыдущий. Кроме того, эта последовательность 
ограничена сверху: площадь каждого из этих многоугольников 
меньше площади квадрата, описанного около круга радиуса R. 
По теореме 1 данная последовательность имеет предел. Этот 
предел равен л7?2.

М ГУ1 5. Число е
Рассмотрим последовательность {хп}, где хп = Р- + “

Можно доказать, что {хп} — возрастающая и ограниченная 
сверху последовательность. По теореме 1 она имеет предел, ко­
торый обозначается е, т. е.

I' 1 Y lim 1 ч— = е. 
/г—>хл П)

Число е играет важную роль в математике и её приложени­
ях. Оно является иррациональным, причём

е~ 2,718281828459045.

6. Вычисление пределов последовательностей
При вычислении пределов последовательностей использу­

ются определение предела, свойство 2 (п. 3), теорема о пределе 
монотонной последовательности, а также теорема 3, связанная 
с арифметическими действиями над последовательностями и 
сформулированная ниже.

Теорема 3

Пусть lim хп = а , lim уп = Ъ. Тогда: 
71—>00 77—>СО

1) lim (х„ + уп) = а + Ъ;

2) lim (хпуп) = ab, в частности если уп = С для всех п,

то lim (Схп) = Clim хп = Са, т. е. постоянный множитель 
77—>00 77—>00

можно вынести за знак предела;

3) lim = — при условии, что уп 0 для всех п и Ъ 0. 
П^ссУп Ь

[> 1) Разделив числитель
2 + А-А

2 3
х =----- . Так како,2 4

Задача 3. Найти предел последовательности {х„}, если:

1) х = 2п3 + Зп-5 _ j2n2-n + 3. 3) _^Зп3 + 4п2 + 5
' 1 о„3 О„2 Л ' лп > ’ Лп. п

и знаменатель дроби на п3, получим

0 при n °° (7г € N), то предел 
л*

п п3
числителя равен 2, а предел знаменателя равен 3. Поэтому по

2
теореме 3 получим lim хп = —.

П—>00 3

56 Глава II
Производная и её геометрический смысл



2) Так как
J2n2 -п + 3 = п^2411-^- + -^-, 
N \ 2п 2п2

1 3где------- 1------------ --  —> 0 при п то, используя результат задачи 2,
2п 2п2

Г— I 1 3 /—
получаем lim хп = lim у2 /1-------- 1------------- = у2.

П—>00 >00 V 2п 2п2

3) Пользуясь тем, что

и снова, используя результат задачи 2, находим lim хп = л/З. ◄ 1У1
П—>со

йй Задача 4. Найти предел последовательности {хп}, если:

1) хп = ^2п2 + 4и + 5 - ^2п2 - 2тг + 3; 2) хп = 

> 1) Умножив и разделив хп на выражение у2п2 + 4тг + 5 + 

+ у2п2 -2п + 3, которое называют сопряжённым с хл, получим

2п2 + 4тг + 5 - (2тг2 - 2п + 3)
•^2 л2 + 4тг + 5 + у/яп2 — 2п + 3 

6 77 + 2

откуда следует (задача 2 и теорема 3), что

2) Так как 
xn+i = (1)п +1

а —-—<1, то при всех п выполняется неравенство х + 1 < х , т. е. 
п +1

{хга} — невозрастающая последовательность. Кроме того, хп > О 
при всех п, т. е. последовательность {хя} ограничена снизу.

По теореме 2 эта последовательность имеет предел. Обозна­
чим его а. Чтобы найти число а, перейдём к пределу в равен- 

2стве (1), учитывая, что lim------  = 0. Отсюда, используя теоре-И->оо 71 + 1
му 3, получаем а = 0 • а, т. е. а = 0.

Итак, lim хп = 0. ◄ ЙЛ
П—>00
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Упражнения

134. Изобразить на числовой прямой несколько членов последо­
вательности {хп} и выяснить, к какому числу они прибли­
жаются:

1 (“1)" п + 1 .. П-21) хп = -; 2) хп = ^-!~; 3) хп =------ ; 4) хп =------ .
п п п п

135. Исходя из определения предела последовательности, дока­
зать, что lim хп = 0:

71—>СО

Xn = ~n + i' 2-* = =1 -1- \ ГЬ 72

4) х„=—; 5) х =—-—; 6) х =п + 1.
п 2п Зп + 2 7 п п2

136. Найти предел последовательности {хл}, если:
9

1) х„ = 2—1; 2)
п г+

137. Доказать, что последовательность 
ной, если:
1) x„ = sin^; 2) хл = -^±2-; 3)

4 и2+ 4

{хп} является ограничен-

х =_1_ + _1_+ +J_п п + 1 + п + 2 + "' + 2п'

Найти lim хп (138—139). 
п—>00

1зв.= 2) х-=-~
3) х=^— + -^— + ...Ч--------------------- ;

’ п 3-5 5-7 (2п + 1)(2п + 3)

4)
1 + 2 + ... + п в

5)

®1)

3)

= Зп + 5 6) xn = Jn2-п + 2-п.
п \2n-l v

In2 + 2п + 3 , ^8п3 + 2п2 + 1
= ; 2) хп = - ----------------- ;

\ 4п2 - п + 2 п

хп = \j3n2 + 4n + 1 - у)3п2 -2п + 5; 4) хп = ^ns + 2п - п.

140. Найти lim------- 1------F...4-------, где {ak} — арифметиче-
п^со а1а2 а2а3 апап + 1

ская прогрессия, все члены и разность d которой отличны
от нуля.
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§ 2. Предел функции
Ш ГУП 1. Определение предела функции

Важную роль в математике играет понятие предела, связан­
ное с поведением функции в окрестности данной точки, т. е. на 
некотором интервале, содержащем эту точку.

Предваряя определение предела функции, рассмотрим две 
задачи.

х2 -1
Задача 1. Исследовать функцию /(х) = ------- в окрестности

х -1
ТОЧКИ X = 1.

[> Эта функция определена при х 1, и /(х) = х + 1 при х 1. 
х2-1Графиком функции у = ------- (рис. 34) является прямая у = х + 1
х -1

с «выколотой» точкой (1; 2). С помощью стрелок на рисунке пока­
зано, что если значения х приближаются к 1, то соответствующие 
значения функции приближаются к 2. Число 2 называют преде­
лом функции Дх) в точке х = 1 (при х, стремящемся к 1) и пишут 

lim Дх) = 2 или Дх) —> 2 при х —>■ 1. ◄ 
х->1

Задача 2. Исследовать функцию
х2 + 1 при х > О,

Дх) = 5 0 при х = О,
х + 1 при х < О

в окрестности точки х = 0.
> Функция Дх) определена при всех x€R, её график изобра­
жён на рисунке 35. Из рисунка видно, что при значениях х, 
близких к х = 0, значения функции близки к 1. В этом случае 
lim Дх) = 1. ◄ 
х—>0

Замечание. В задаче 1 функция Дх) не определена в точ­
ке х = 1, a lim Дх) = 2 . В задаче 2 функция Дх) определена в точке 

х—>1
х = 0, lim Дх) = 1, а значение функции в точке х = 0 равняется 0. х->0
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В задаче 1 абсолютную величину разности Дх) — 2 можно 
сделать сколь угодно малой (меньше любого положительного 
числа е), если значения аргумента х будут достаточно близки 
к точке х=1, причём с уменьшением величины | Дх) — 21 будет 
уменьшаться окрестность точки а, в которой выполняется не­
равенство | Дх) — 21 < е (сама точка х = 1 из рассмотрения исклю­
чается). Придадим этому утверждению точную формулировку.

Пусть задано число 8 > 0. Найдём такое число 5 > 0, чтобы 
для всех х, таких, что |х — 1|<8, х^1, выполнялось неравен­
ство |Дх)-2|<8. Иначе говоря, найдём такое 5 > 0, чтобы для 
всех х, удовлетворяющих условию 0<|х —1|<3, соответствую­
щие точки графика функции у = Дх) лежали в горизонтальной 
полосе, ограниченной прямыми у = 2 - е и у = 2 + £ (см. рис. 34). 
В качестве 8 в задаче 1 можно взять число 8 = е.

Обратимся к задаче 2, в которой lim Дх) = 1. Пусть s > 0.
х->0

Проведём прямые у = 1 - 8 и у = 1 + 8. Тогда в горизонтальной 
полосе, ограниченной этими прямыми, лежат все точки графика 
функции у = Дх), если 0 < |х| < 8, где в качестве 8 выбрано наи­
меньшее из чисел 8 и Vs (см. рис. 35).

Определение
Число А называется пределом функции Дх) в точке а (при 
х, стремящемся к а), если для любого 8 > 0 найдётся чис­
ло 8 > 0, такое, что для всех х, удовлетворяющих условию 
0<|х-а|<8, выполняется неравенство |Дх)-А|<8.
Множество точек х, таких, что |х —п|<8, х # а, или 

0<|х —а|<8, называют проколотой д-окрестностъю точки а.
Заметим, что число 8, вообще говоря, зависит от 8 (зада­

чи 1, 2). Если А — предел функции Дх) в точке а, то пишут 
lim Дх) = А или Дх)-*А при х —* а. 
х^а

Задача 3. Показать, что функция Дх) = (х - З)2 + 5 имеет 
в точке х = 3 предел, равный 5.
> Пусть задано число 8 > 0. Покажем, что найдётся число 8 > 0, 
такое, что для всех х, удовлетворяющих условию |х - 3| < 8, вы­
полняется неравенство | Дх) — 51 < Е. Так как | Дх) - 5| = (х - З)2, 
то неравенство |Дх) - 5| < г равносильно неравенству |x-3|<Vs. 
Возьмём 8 = л/ё , тогда из неравенства | х - 31 < 8 следует нера­
венство |Дх) - 5| < s. По определению предела это означает, что 
lim Дх) = 5. ◄ 1У1 
х->3

■i ВН 2. Различные типы пределов
Односторонние конечные пределы

Задача 4. Исследовать функцию Дх) = <х прих<1, 
[х + 1 при х > 1 

в окрестности точки х= 1.
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> График функции у = f(x) изобра­
жён на рисунке 36. Видно, что если 
значения х близки к 1, но меньше 1, 
то значения функции f(x) близки 
к 1; если же значения х близки к 1, 
но больше 1, то значения функции 
f(x) близки к 2. В этом случае гово­
рят, что функция f(x) имеет в точ­
ке х = 1 предел слева, равный 1, и 
предел справа, равный 2, и пишут 
lim Дх) = 1, ИтДх) = 2. Эти преде- 
х—>1 х—>1
х<1 х>1
лы называют односторонними.

Определение 1
Число А} называется пределом слева функции f(x) в точ­

ке а, если для любого £ > 0 существует число 5 > 0, такое, что 
для всех х, удовлетворяющих условию а - 5 < х < а, выполняется 
неравенство | Дх) - А11 < £.

В этом случае пишут lim f(x) = Аг или lim f(x) = Av 
х—>а х—>а-0
х<а

Определение 2
Число А2 называется пределом справа функции Дх) в точ­

ке а, если для любого £ > 0 существует число 5 > 0, такое, что 
для всех х, удовлетворяющих условию а < х < а + б, выполняется 
неравенство |Дх)-А2|<е.

В этом случае пишут lim f(x) = A2 или lim f(x) = A2.
х^а х—>а + О
х>а

Из определений предела функции Дх) в точке а и односторон­
них пределов следует, что функция Дх) имеет в точке а предел, 
равный А, тогда и только тогда, когда существуют пределы этой 
функции слева и справа и эти пределы совпадают (А^ =А2 =А).

Бесконечный предел в конечной точке

Задача 5. Исследовать функ­

цию Дх) = — в окрестности точки 
х = 0. х
> Функция у = — , график которой 

изображён на рисунке 37, опреде­
лена при х 0. При приближении 
к точке х = 0 слева и справа значе­
ния этой функции по абсолютной 
величине неограниченно возрас­
тают, причём знак у совпадает со 
знаком х.

Предел функции



В этом случае говорят, что Ум 
функция Дх) = — имеет в точке I

X I
х = 0 бесконечный предел (являет- \
ся бесконечно большой), и пишут \ =iOg х
ИтДх) = °°. Если х<0 и х стре- |
х—>0 \
мится к нулю, то | Дх) | неограни- \
ченно возрастает и Дх) <0. В этом ------ —
случае пишут lim Дх) = — оо или 

х—>0 
х < 0

lim Дх) = - оо и говорят, что функ- ?ис- 40
х->-0
ция Дх) имеет предел слева в точке х = 0, равный минус беско­

нечности. Если х > 0 и х стремится к нулю, то функция Дх) = — 
имеет предел справа в точке х = 0, равный плюс бесконечности: 

ИтДх) = +°о или lim Дх) = +°°. ◄ 
х->0 х->+0
х > 0

В общем случае запись lim Дх) = °° означает, что для любо- 
х^а

го 8 > 0 существует число 5 > 0, такое, что для всех х, удовлет­
воряющих условию 0<|х-п|<5, выполняется неравенство

|ДХ)|>£. (1)
Если неравенство (1) можно заменить неравенством Дх) > е, 

то lim Дх) =+°°. Например, если Дх) = Д-, то lim Дх) = +°о 
х—>а X х-»+0

(рис. 38).
Аналогично рассматриваются записи вида limf(x) = -°°,

х^>а

lim Дх) = +°° и т. д. Например, если Дх) = log3 х, то lim Дх) = 
х^а х—>0
х < а х > 0
(рис. 39), а если Дх) = logix, то lim Дх) = +°° (рис. 40). ВЛ

Q х—>0
d х>0
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Прямую х = 0 (ось Оу) называют вертикальной асимпто­
той графиков функций

у = — , у = —, z/ = log3x, z/=logix (см. рис. 37—40).
х Х 3

Предел в бесконечности

Рассмотрим функцию f(x) = 1 + — , график которой изобра-X
жён на рисунке 41. При больших по абсолютной величине зна­
чениях х значения этой функции близки к 1.

Поэтому говорят, что существует предел функции f(x) при 
х, стремящемся к бесконечности, и пишут lim /(х) = 1.

X—>оо

Прямую у = 1 называют горизонтальной асимптотой гра­

фика функции у = 1 + — при х —> 00.
X

Аналогично прямая у = 0 — асимптота графиков функций
у = — и у = при х —* 00 (см. рис. 37, 38).

х X
В общем случае запись lim Дх) = А означает, что для любо-

Х~>00

го 8 > 0 существует число 5 > 0, такое, что для всех х, удовлет­
воряющих условию |х| > 5, выполняется неравенство

|/(х) -А| < 8.

Если неравенство (2) справед­
ливо при всех х > 5, то пишут

lim Дх) = А, 
х—>+оо

а если при всех х < -5, то пишут
lim Дх) = А.
X—>—оо

Например, если f(x) = —— (рис. 42), 
л/Х 1

то lim Дх) = 0, а если Дх) = .— , 
х->+<» ~Х

то lim Дх) = 0 (рис. 43).

(2)
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3. Бесконечно малые функции
Функцию а(х) называют бесконечно малой при х —>■ а, если 

lim а(х) = 0. 
х-+а

Бесконечно малые функции обладают следующим свойством:
Если а(х) и 0(х) — бесконечно малые функции при х —* а, 

а с1 и с2 — некоторые постоянные, то с1ос(х) + с2Р(х) также 
является бесконечно малой функцией при х —► а.
В частности, сумма и разность бесконечно малых функ­
ций — бесконечно малые функции. Кроме того, произведе­
ние а(х)Р(х) бесконечно малых функций а(х) и Р(х) также 
является бесконечно малой функцией.
Например, функции Зх, 4х3 являются бесконечно малыми 

при х —► 0. Если х 0 и х > 0, то д/х -*■ 0, т. е. у/х — бесконечно 
малая функция при х +0. Аналогично ~* 0 при х —>■ +°о, 

т. е. —— — бесконечно малая функция при х +оо.
чх 12 12

Если х —* оо, то — 0, — —* 0, т. е. — , — — бесконечно
х X

малые функции при х~>о°.
Замечание. Из определений предела функции и бес­

конечно малой функции следует, что число А является преде­
лом функции Дх) при х -* а тогда и только тогда, когда Дх) = 
= А + а(х), где а(х) —* 0 при х —► а, т. е. а(х) — бесконечно малая 
функция при х —” а.

■■ 4. Свойства пределов функций
Свойство 1. Если lim Дх) = A, lim g(x) = В, то 

х^а х^>а
lim (Дх) + g'(x)) = А + В, 
х^а
lim (Дх) g'(x)) = АВ,
х^>а

lim =— при условии, что В 0.
х^>а g(x) В

Свойство 2. Если в некоторой проколотой окрестно­
сти точки а справедливы неравенства Дх) < ф(х) < g(x) и 
lim Дх) = A, lim g'(x) = А, то lim ф(х) существует и равен А. 
х^>а х^а х^а

Для доказательства свойства 1 можно воспользоваться свой­
ствами бесконечно малых функций и замечанием п. 3; а свой­
ства 1 и 2 следуют из определения предела функции.

Задача 6. Пусть Ь>0 и lim а(х) = 0. Доказать, что 
х^>а

lim yjb + ос(х) = >Jb.
х^>а

О Обозначим ф(х) = д/д + а(х) - yfb. Нужно 
бесконечно малая функция при х —>■ а, т. е.

доказать, что ф(х) — 
lim ф(х) = 0. Умножив 
х^>а
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и разделив <р(х) на jb + ос(х) + V& , получим гр (.г) = — ,
+ а(х) + 4b 

где b + а(х) >0 в некоторой окрестности точки а, так как 
lima(x) = 0 и Ъ > 0. Тогда |<р(х)| = la(x)j— < I I , и поэто.

х->а yjb + а(х) + y/b yb
му limip(x) = 0. ◄ 

х^а

Задача 7. Вычислить: 
d ч . 3 + х + 4х21) hm--------------

*-*0 1-2х + Зх3
о. v Зх2-4х + 53) hm---- ----------- ;

2х + х + 1

2) Иш \
х—>2 X - 2

4) Нт 7х2 + 2х+£
X—>Н-оо X

> 1) Так как Cxk, где С — постоянная, kEN, является беско­
нечно малой функцией при х —*■ 0, то предел числителя равен 3, 
а предел знаменателя равен 1. Поэтому искомый предел равен 3 
(свойство 1).

2) Умножив числитель и знаменатель дроби на ^х -1 +1, 
Jx-1 -1 х-2 1 , г,получим - -----------=----------- =------= ==----  при х 2,

х-2 (х - 2)(д/1 + (х - 2) + 1) 71 + “ 2) +1
где ^/1 + (х - 2) —>■ 1 при х -* 2 (задача 6). Используя свойство 1

1 пределов, находим, что искомый предел равен - .
2

3) Разделив числитель и знаменатель дроби на х2, запишем

при х оо (С — постоян-

2
3 "

данную функцию (х > 0):

Этсюда следует (задача 6),

что искомый предел равен 1. ◄ ИЯ

её в виде --------------. Так как — > 0
2 + 1 + ± хI л 9 

X х
ная, k € N), то искомый предел равен

4) Последовательно преобразуем
л/х2 + 2х + 3 /х2 + 2х + 3 L + 2 + _3_ ,

х ух2 у 3 х2

Упражнения

141. Построить график функции у = Дх) и найти lim Дх), если:
X2 х2-91) /(х) = ^, а = 0; 2) Дх) = , а = -3;
|х| X -г 3

3) Дх) = ^11, а = 1; 4) Дх)=2х2~х~6, a = 2.
х-1 х-2

[142Z] Найти пределы слева и справа функции Дх) в точке а, если:
1) Дх) = /1-х2 при х<0’ а = 0; 2) Дх) = Зх~1х1, а = о;

I х + 2 при х > 0, 2х
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3) ftx) =

4) ftx) =

|х| — 1 при х < ■ 
yjx + 2 при х >

J х2 - 2|х| при х

-1,
а = -1;

>-1,

х + 3 при х > -1,
а = -1.

143. Используя определение предела, доказать, что:
1) lim (х2 - 4х + 6) = 2;

х—>2
2) lim ((х -1)4 + 3) = 3.

х->1

144. Найти вертикальные асимптоты графика функции:
1) ЛЧ-тЦ; 2) Я*)=^;

х — 4 ах \ о

3) Лх) =

145. Найти горизонтальную асимптоту графика функции:
1) Дх) = ^±2; 2) Я*) = ^—Г 3) =

7 Зх + 2
[146?] Вычислить:

1) lim 3 ~ х + х3 • 
х-И) 2 + 2х - х2

3) lim 3*2 + 4х + 7;
6х2 - х + 5

,. Jsx2 + 4х + 7
5) lim -*----------------

X—^+оо X

9 \ , • -\[х 2 22) lim ;
х—>6 х - 6
r J1 + 2х - 34) lim ;
х—>4 7х - 2

6) lim \ Jx2 + 2х + 3 - д/х2 - х + 1
х^+со Х

§ 3. Непрерывность функции
1. Понятие непрерывности
Обратимся к графику функции, изображённому на рисун­

ке 36 (§2, задача 4). Он состоит из двух «кусков»: у = х2, х< 1, 
и у = х + 1, х> 1. Каждый из них может быть нарисован непре­
рывным движением карандаша без отрыва от бумаги. Однако 
эти «куски» не соединены непрерывно: в точке х = 1 происходит 
скачкообразное изменение функции.

Поэтому все значения х, кроме х=1, называют точками 
непрерывности функции у = /(х), а точку х = 1 — точкой раз­
рыва этой функции.

Аналогично функция, график которой изображён на ри­
сунке 34 (§ 2, задача 1), непрерывна в каждой точке х, кроме 
точки 1, хотя функция имеет предел в этой точке, равный 2. 
Функция не является непрерывной при х=1, так как она не 
определена в точке х= 1.

Функция у = — (§2, задача 5, рис. 37) непрерывна при 
х

х < 0 и при х > 0, точка х = 0 — точка разрыва этой функции.
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Г>^1 Дадим определение непрерывности.

Определение 1
Функция Дх) называется непрерывной в точке а, если

lim f(x) = f(a).
х^>а

Например, функция Дх) = (х - З)2 + 2 (§2, задача 3) непре­
рывна в точке х = 3, так как lim Дх) = ДЗ) = 2.

х^а
Функция Дх) непрерывна в точке а, если выполнены сле­

дующие условия:
а) функция Дх) определена в некоторой окрестности точ­

ки а (включая точку а);
б) существует lim Дх) = А;
в) А = Да).
Если хотя бы одно из этих условий не выполняется, то го­

ворят, что точка а — точка разрыва функции Дх).

Задача 1. Выяснить, является ли функция

Дх) = < при х^-1, непрерывной в точке х =-2.

10 при х = -2

> Если х -2, то Дх) = х2 - 2х + 4, 
как Д-2) = 10, то lim Дх) # Д-2), 

х—»-2
не является непрерывной в точке 
разрыва функции Дх). ◄

и поэтому lim Дх) = 12. Так 
х—>-2

Следовательно, функция Дх)
х =-2, т. е. х =-2 — точка

Ий Заметим, что функция Дх) непрерывна в точке а тогда и 
только тогда, когда lim Дх) = Ит Дх) = Да).

х^а х^а
х<а х>а

Если lim Дх) = Да), то функцию Дх) называют непрерывной 
х^>а

слева в точке а, если же lim Дх) = Да), то функцию называ- 
х^а

ют непрерывной справа в точке а. Отсюда следует, что функ­
ция Дх) непрерывна в точке а тогда и только тогда, когда она 
непрерывна как слева, так и справа в точке а.

Обозначим х - а = h и назовем h приращением аргумента. 
Разность Дх) - Да) = Да + h) - f(a) назовем приращением функ­
ции и обозначим А/. В этих обозначениях равенство lim Дх) = Да) 
примет вид lim А/ = 0. х^а

Н>0
Таким образом, непрерывность функции Дх) в точке а оз­

начает, что бесконечно малому приращению аргумента соответ­
ствует бесконечно малое приращение функции, т. е. А/ —>■ 0 при 
h — о.
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Г>^1 Задача 2. Функция f(х) = не определена в точке х = 1.
Определить её в точке х = 1 так, чтобы получившаяся функция 
была непрерывна при х = 1.
> В задаче 1 из § 2 было показано, что lim fix) существует 

х->1
и равен 2. Если положить /(х) = 2, т. е. рассмотреть функцию 

fix) при х 1, ,' то эта функция непрерывна в точке
2 при х = 1, /(х)

х=1. В таком случае говорят, что функция /(х) доопределена 
по непрерывности в точке а. ◄ 1~>^1

/(х) =

йй В задаче 4, § 2, была рассмотрена функция 
х2 при X < 1, 
X + 1 при X > 1.

Она не является непрерывной в точке х=1, но lim/(x) = 
х-^1
X < 1

= /(1)=1. Поэтому данная функция непрерывна слева в точке 1, 
но не является непрерывной справа в этой точке: lim f(x) = 2.

х->1
Х>1

Отметим, что все основные элементарные функции (степен­
ная, показательная, логарифмическая, тригонометрические) не­
прерывны в каждой точке своей области определения. В частно­
сти, любой многочлен — функция, непрерывная в каждой точке 
x€jR; рациональная функция (отношение многочленов) — функ­
ция, непрерывная во всех точках, где знаменатель этой рацио­
нальной функции не равен нулю.

i^y'i Определение 2
Функцию f(x) называют непрерывной на интервале (а; Ъ), 
если она непрерывна в каждой точке х из этого интерва­
ла. 1У1

Определение 3
Если функция у = f(x) непрерывна на интервале (а; &), а 
также непрерывна справа в точке а и слева в точке Ъ, то 
её называют непрерывной на отрезке [а; &].

Задача 3. Найти числа Ъ и с, такие, при которых функция

х2 при х < 2,
У(х) = лЬ при х = 2, непрерывна в точке х = 2.

х + с при х > 2

О Так как lim /(х) = 4, lim /(х) = 2 + с, /(2) = Ь, то непрерывность 
х-->2 х->2
х<2 х>2

в точке 2 будет только при условиях 4 = 2 + с и 2 + с = Ь, кото­
рые выполняются при Ь = 4, с = 2. ◄
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М 2. Свойства функций, непрерывных на отрезке
Теорема 1

Если функция Дх) непрерывна на отрезке [а; Ь], 
то она принимает на этом отрезке своё наиболь­
шее и своё наименьшее значения, т. е. существу­
ют точки хг е [а; Ь], х2 € [а; Ъ], такие, что для всех 
х € [а; 6] выполняются неравенства f(x) Дхт), f(x) < f(x2).

Теорема 2 (о промежуточных значениях)

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а; Ь] и 
f(a) + f(b), то она принимает на этом отрезке любое зна­
чение С, заключённое между Да) и Д&), т. е. существует 
точка х0, такая, что а < х0 < b и Дх0) = С.

В частности, если функция Дх) 
непрерывна на отрезке [a; £>] и при­
нимает на концах этого отрезка зна­
чения разных знаков, т. е.

f(a) ■ f(b) < О, 
то существует точка с € (а; Ь), такая, 
что /(с) = 0 (рис. 44).

Задача 4. Доказать, что уравне­
ние х3 - 4х2 + 3 = 0 имеет корень на 
отрезке [-1; 0].
> Функция Дх) = х3 - 4х2 + 3 непрерывна на отрезке [-1; 0],
Д-1) = -2, ДО) = 3. По теореме 2 на интервале (-1; 0) существует 
точка с, такая, что Де) = 0, т. е. данное уравнение имеет корень 
на отрезке [-1; 0]. ◄

Теорема 3 (об обратной функции)

Если функция Дх) непрерывна и возрастает на отрезке 
[а; Ь], то на отрезке [Да); Д&)] определена обратная к Дх) 
функция, которая является непрерывной и возрастающей.

Например, функция у = sin х, где <х<—, непрерывна и
возрастает. Обратная функция у = arcsin х определена на отрезке 
[-1; 1], является непрерывной и возрастающей.

Упражнения
147. Принадлежит ли графику функции у = Дх) точка А, если: 

х2-4

1) у = 2х + 2,А(2;1); 2) у = tg[| + £|, о);
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148. Функция у = f(x) задана графиком (рис. 45). Найти область 
определения и множество значений функции.

149. Найти область определения и множество значений функ­
ции:
1) у = х2 - Зх - 4;
з) у = -^;

2) у = 3 - 2х - х2;

4) У = 2 + х 
х +1

150. Построить график функции:

1) У =
х - 2 при х 3, 
4 при х = 3;

3) у = х2 - 2х при х < 3, 
х - 3 при х > 3;

2)

4)

11-х2 при х 2, 
(3 при х = 2;

2 - ^х2 при х < 2, 

х2 - 4 при х > 2.
У =
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151. На рисунке 45 (а—г) изображены графики функций. Для 
каждой из этих функций выяснить:
1) какие из функций являются непрерывными на своей об­
ласти определения;
2) какие точки являются точками разрыва на отрезке 
[-2; 2];
3) какие из функций являются непрерывными на интервале 
(-2; 1).

152. Построить график функции: 

2х при х < 2,
4 + yjx - 2 при х > 2;1) /(х) =

2) /(х) =

3) /(х) =

log2x при х < 2, 
х2 - 4х + 3 при х>2;

|х - 2| при х < 2,
|х - 4| при х > 2; 4) Дх) = < х -1

при х > 2,

Выяснить:
х-1при х<2.

1

а) имеет ли эта функция предел при х > 2; б) является ли 
эта функция непрерывной на всей числовой прямой; в) на 
каких промежутках функция непрерывна.

153. Выяснить, является ли непрерывной в точке х0 функция:
.., 1 + х о1) У =------ , Лл = -3;’ У х+3 0

2)
х2 + 4х + 4 при х -2, х0 2;
3 при х = -2,

3) х2 + 4 при х < 2, 
х + 6 при х > 2,

х0 = 2;

4) Дх) =
sin х при х < л, 
г» I ! I Хо Л.о + |х - л| при X > л,

154. Доказать, что функция Дх) непрерывна в точке а, если:

1) ftx) = 1-х2 при Х< 2, _ _ 9.
Зх - 9 при х > 2,

„ I COS X I при X < л,
2) Дх)= 1 \ а = л.

Дх - л) + 1 при X > л,
Д55.] Найти число Ъ, чтобы функция Дх) была непрерывна в точ­

ке а, если:
log2(x + 1) при X

1) Дх) = Ъ -v ’ — при х > 1,
х2

1,
а = 1;
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2) /(х) = < sin — при х < л, 2 а = л;
Ьх при х > л,
1 + X

3) f(x) = <
------ - при X 7^-1, 
1 + х3------------------ а = -1
Ъ при х = -1,

4) /(*) = ■
cos х при X < 0, _ „
&(х - 1) при х > 0, а

§ 4. Определение производной
Пусть материальная точка движется вдоль оси Os, где О 

(начало отсчёта) определяет положение материальной точки 
в момент времени t = 0.

Если в момент времени t координата движущейся точки 
равна s (i), то говорят, что функция s (t) задаёт закон движения.

Пусть рассматриваемое движение не является равномер­
ным, тогда за равные промежутки времени материальная точка 
может совершать перемещения, разные как по величине, так и 
по направлению.

Средняя скорость движения за промежуток времени от t до 
t + h определяется формулой ц.р = +

Определение
Скоростью точки в момент t (мгновенной, скоростью) назы­
вают предел, к которому стремится средняя скорость, когда 
h 0, т. е. скорость v (i) в момент t определяется равен- 

v™ s(t + h) - s(t) ством u(f) = lim—----------- —.h^O h
Таким образом, скорость в момент времени t — предел от­

ношения приращения координаты движущейся точки за проме­
жуток времени от t до t + h, т. е. разности s (i + h) - s (£), к при­
ращению времени h, когда h 0.

Например, если материальная точка движется по закону 
gt2s = (закон свободного падения), то

П = + 1гУ- = JL<(t + h)2 -12), или v = gt + ^-h, откуда
ср h 2h > ” ср 2

lim = gt, т. e. v (t) = gt. 
й->0 p

Мгновенную скорость v (t) называют производной функции 
s (t) и обозначают s'(t) (читается: «эс штрих от тэ»), т. е.

v (t) = s' (t).

1. Производная
Перейдём теперь к общему определению производной. 

Пусть функция /(х) определена в окрестности точки х0, т. е.
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на некотором интервале, содержащем точку х0, и пусть точка 
х0 + h также принадлежит этому интервалу. Рассмотрим прира­
щение функции Дх0 + h) - f(x0) и составим дробь

f(x0 + h)- f(x0) qx

h
Дробь (1) есть отношение приращения функции Дх0 + h) - 

- Дх0) к приращению аргумента h. Эту дробь будем называть 
разностным отношением. Если существует предел дроби (1) 
при h —* 0, то этот предел называют производной функции Дх) 
в точке х0 и обозначают f'(x0).

Определение
Производной функции f(x) в точке х0 называется предел 
разностного отношения при h 0, т. е.

Hxo) = lim/(xo + fc)-/?(a;o). (2)
л->о h

ИмД Из определения предела следует, что

+ = (3)

где а(/г) 0 при h 0.
Запишем равенство (3) в виде

Дх0 + Л) - Дх0) = (Д(х0) + а(й)) h. (4)

Если h 0, то правая часть равенства (4) стремится к нулю, 
поэтому Дх0 + h) - f(x0) = Д/ —> 0 при h —* 0. Это означает, что 
функция Дх) непрерывна в точке х0. ЬЯ

Итак, если функция имеет производную в точке х0, то она 
непрерывна в этой точке.

Если существует f'(x0), то говорят, что функция Дх) диффе­
ренцируема в точке х0, а если функция Дх) имеет производную 
в каждой точке некоторого промежутка, то говорят, что функ­
ция Дх) дифференцируема на этом промежутке.

Заметим, что из непрерывности функции Дх) в точке х0 не 
следует её дифференцируемость в этой точке. Например, функ­
ция Дх) = |х| непрерывна в точке х = 0, но не имеет производной 
в этой точке. Действительно,

Д/г) - ДО) _ |й| _ |1, если h > 0, 
h h [-1, если h < 0, 

откуда следует, что разностное отношение ~ не имеет 
предела при h 0. 1У1 h
йй Если функция Дх) непрерывна слева в точке х0 и существу­
ет lim то этот предел называется левой производной

X— 
X < Xq 

функции Дх) в точке х0 и обозначается Д(х0).
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Если функция Дх) непрерывна справа в точке х0, то правая 
производная /Дх0) определяется равенством

/Дх0) = Нт /(х) ~ Ы или /Дх0) = lim + W. 
х—л- л—hх > Xq h> 0

Например, если f{x) = |х|, то Д(0) = —1, Д_(0) = 1. ЬЯ

М 2. Нахождение производной функций kx + Ъ, х2, х3
Задача 1. Найти производную постоянной, т. е. функции 

f(x) = С, принимающей при всех х одно и то же значение.
О Составим разностное отношение:

f{x + 7г) - f(x) _ С - С _ q 
h h

Следовательно, f'{x) = 0. ◄
Таким образом, производная постоянной равна нулю:

С' = 0.
Задача 2. Найти производную линейной функции 

Дх) = kx + Ъ.
> Составим разностное отношение:

Дх + А) - Дх) _ А(х + А) + А - (Ах + b) _ 7г7г _ 
7г 7г h

Следовательно, {kx + b)' = k.
Например, (2х + 5)'= 2, (-Зх + 4)'=-3, (7х)' = 7, (х)' = 1.
Задача 3. Найти производную функции Дх) = х2.

О Составим разностное отношение:
Дх + 7г) - Дх) _ (х + 7г)2 - х2 _ 2x7г + 7г2 _ 2Х _|_ /2 

h А А
Если h 0, то 2х + h —* 2х. Отсюда получаем

lim + = lim (2х + h) = 2x.
h^o 7г h—>о

Следовательно, (х2)' = 2х. ◄
Задача 4. Найти f{x), если Дх) = х3.

> Дх + А) - Дх) = (х + Л)3 - х3. По формуле разности кубов 
(х + А)3 - х3 = ((х + А) - х)((х + А)2 + (х + А) х + х2) = А (Зх2 + ЗхА + А2). 

Составим теперь разностное отношение:
Дх + А) - Дх) = (х + А)3 - х3 = Зх2 + + h2

А А
Если А —* 0, то А2 0 и ЗхА 0, поэтому Зх2 + ЗхА + А2 Зх2,

Следовательно, (х3)' = Зх2. ◄
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Упражнения

156. Составить разностное отношение, если:
1) Дх) = 4х; 2)Дх) = х-1; 3) f(x) = 4х2;
4) f(x) = x2 + 2; 5) f(x) = x3 - x2; 6) Дх) = 2x3 + x.

157. Используя определение производной, найти производную 
функции:
1) f(x) = 2х + 3; 2) Дх) = 5х - 6;
3) Дх) = -Зх2 + 2; 4) Дх) = Зх2 + 5х.

158. С помощью формулы (Тех + &)' = /? (задача 2) найти произво­
дную функции:
1) Дх) = Зх; 2) Дх) = -4х;
3) Дх) = -5х + 7; 4) Дх) = -7х + 8.

159. Тело движется по закону s (i) = 1 + 5£. Найти среднюю ско­
рость движения за промежуток времени:
1) от tx = 2 до t2 = 5; 2) от Д = 0,9 до t2 = 1.

160. Закон движения задан формулой:
1) s (£) = 2t + 1; 2) s (i) = 0,3£ - 1.
Найти среднюю скорость движения от = 2 до t2 = 8 и ско­
рость движения в момент Д = 2 и в момент t2 = 8.

161. Найти мгновенную скорость движения точки в каждый мо­
мент времени t, если закон её движения s (i) задан формулой: 
l)s(i)=|t2; 2)s(0 = 5t2.

162. Дана функция Дх) = —х3 - ^х2 + Зх.

1) Используя определение производной, найти
2) Найти значение f'(x) в точке х = 0,1.

§ 5. Правила дифференцирования
Ml 1. Дифференцирование суммы, произведения, 

частного
Производная суммы равна сумме производных:

(Дх) + £(х))' = Д(х)+ #'(*)• (1)
Это правило означает, что если функции Дх) и g'(x) диф­

ференцируемы в точке х, то их сумма также дифференцируема 
в точке х и справедлива формула (1).
О Пусть F(x) = Дх) + g’(x). Тогда

F(x + h) - F(x) = Дх + h) - Дх) + g(x + h) - g(x).
Поэтому разностное отношение равно

F(x + h) - F(x) _ f(x + h) - Дх) g(x + h) - g(x) 
h h h
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При h 0 первая дробь в правой части имеет предел, рав­
ный f'(x), а вторая дробь имеет предел, равный g'(x). Поэтому по 
свойствам пределов функций левая часть имеет предел, равный 
F'(x) = f'(x) + g'(x), т. е. справедливо равенство (1). •

Например, (х3 + х)' = (х3)' + (х)' = Зх2 + 1.

Постоянный множитель можно вынести за знак произ­
водной:

(cf(x»' = cf(x). (2)

О Пусть F(x) = cf(x). Тогда
F(x + h)- F(x) _ cf(x + h)- cf(x) _ c f(x + h)- f(x) 

h h h
Переходя в этом равенстве к пределу при h 0, получаем 

F(x) = cf'(x). •
Например, (4х2)' = 4 • (х2)' = 4 • 2х = 8х.

Задача 1. Найти производную функции Дх) = 5х2 + 7х.
О Так как (х2)'= 2х, (х)'=1, то по формулам (1) и (2) получаем 
(5х2 + 7х)' = (5х2)' + (7х)' = 5(х2)' + 7(х)' = 5 • 2х + 7 • 1 = Юх + 7. ◄

Формула (1) справедлива не только для суммы двух функ­
ций, но и для суммы трёх, четырёх и более функций.

Задача 2. Найти производную функции 
Дх) = 2х3 - 5х2 + Зх + 8.

> (2х3 - 5х2 + Зх + 8)' = (2х3)' + (-5х2)' + (Зх)' + (8)' = 2(х3)' - 
- 5 (х2)' + 3(х)' = 2 • Зх2 - 5 • 2х + 3 • 1 = 6х2 - Юх + 3. ◄

Пусть функции Дх) и g(x) дифференцируемы в точке х. 
Тогда в этой точке функция Дх) • g(x) имеет производную, 
которая выражается формулой

(Дх) • g(x))' = f(х) • g(x) + Дх) • g'(x). (3)

Задача 3. Пользуясь формулой (3), найти производную 
функции

<р(х) = (х2 + х - 6) (х2 - х - 2).

> По формуле (3) находим ср'(х) = (2х + 1)(х2 - х - 2) + (х2 + х - 6) х 
X (2х - 1) = (2х + 1) (х + 1) (х - 2) + (х + 3) (х - 2)(2х - 1) = 
= (х - 2) (2х2 + Зх + 1 + 2х2 + 5х - 3) = 2(х - 2)(2х2 + 4х - 1). ◄

Задача 4. Пусть б и б — постоянные,
Дх) = (kx + б)2, g(x) = (kx + б)3.

Доказать, что
Д(х) = ((kx + б)2)' = 2k(kx + б), (4)

g'(x) = ((kx + б)3)' = 3k(kx + б)2. (5)

О Так как Дх) = (kx + б) (kx + б), то, применяя формулу (3),
получаем Д(х) = k(kx + б) + (kx + b)k = 2k(kx + б). Аналогично,
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используя равенство g(x) = Дх) (kx + b), формулы (3) и (4), на­
ходим g'(x) = 2k(kx + b)(kx + b) + (kx + b)2k = 3k(kx + b)2. ◄

Задача 5. Пусть
f(x) = (x - 2)2 (x + l)3.

Найти корни уравнения /'(x) = 0.
t> Применяя правило дифференцирования произведения и фор­
мулы (4) и (5), получаем f'(x) = 2(х - 2)(х + I)3 + (х - 2)2 3(х + I)2 = 
= (х - 2) (х + 1)2(2х + 2 + Зх - 6), т. е.

f'(x) = (х - 2)(х + 1)2(5х - 4),
откуда следует, что корнями уравнения /'(х) = 0 являются числа

-1, 2. ◄5
Задача 6. Доказать формулу (3).

> Обозначим (р(х) =/(x)g’(x), А/ = Дх + h) - Дх), Ag = g(x + h) - g(x), 
Аф = cp(x + h) - ф(х). Тогда Дх + h) = Дх) + Д/, g(x + h) = g(x) + Ag,

A<p Дх + h)g(x + h)~ f(x)g(x) (Дх) + A/)(g(x) + Ag) - f(x)g(x) 
h h h ’

^- = f(x)^- + g(x)^ + ^-bg. (6)
h h h h v 7

По определению производной — —> g'(x), — f'(x) при
h h

h->- 0. Кроме того, Ag —* 0 при A —> 0, так как дифференцируемая 
в точке х функция непрерывна в этой точке (§ 4). Следовательно, 
правая часть (6) имеет при h —* 0 предел, равный правой части 
формулы (3). Поэтому существует предел в левой части (3), ко­
торый равен производной функции /(x)g(x). ◄ ЙЛ

Пусть функции Дх) и g(x) дифференцируемы в точке х и 
f(x)g(x) 0. Тогда функция 4 7 имеет производную в точке х, 
g(x)

которая выражается формулой
Г Дх) Y f(x) ■ g(x) - /(X) ■ g'(x) (?)
<g(x)J g2(x)

Формулу производной частного можно доказать тем же спо­
собом, что и формулу (3).

(х -1)3Задача 7. Найти f(x), если Дх) = -—-2-, и решить уравне- 
ние Д(х) = 0.
> Применяя формулы (7) и (5), получаем

ч ((х-1)3)'х2-(х-1)3(х2)' 3(х - 1)2х2 - (х - 1)32х
' W 4 4

X X
(х - 1)2(3х - 2(х - 1))

х3
Д(х) = (х~1)2(х + 2)>

х3
откуда следует, что корнями уравнения Д(х) = 0 являются числа 
1 и -2. ◄
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Задача 8. Решить неравенство f\x) > 0, если
X3/(*) = х 2.

(2х -1)2
О Найдём f'(x), используя формулы (7) и (5):

Зх2(2х - I)2 - х3 ■ 4(2х -1) _ х2(6х - 3 - 4х)
(2х-1)
/7(х) =

I4 (2х -1)3
х2(2х - 3)
(2х-1)'

откуда следует, что f'(x) > 0, если х <

Г3 ’
1 , . . 3— (х О) и х > — , т. е. при

f'(x) =

1
2 ’

3
2

О, О

2. Производная сложной функции
Если имеется функция f(kx + b), где k и b — постоянные и 
k 0, то

(f(kx + b))' = kf'fkx + Ь). (8)
ЯЙП Докажем эту формулу.
О Обозначим F(x) = f(kx + b), t = kx + b, тогда

AF = F(x + ft) - F(x) = f(k(x + h) + b)~ f(kx + b) = f(t + ftft) - f(t) 
ft ft ft ft ’ * '

AF _ /С + kh) - f(t) Ц0)
ft ftft

T7 , л 7, 7, n /(t + ftft) —/(i) /(i + fti)-/(i)Если ft - ’ 0, TO ft. = ftft » 0 И —------- ----= Ш,
ftft ftx

—>■ f'(t) при ftx 0. Следовательно, правая часть в формуле (10) 
имеет при ft —* 0 предел, равный kh’(t) = kh’(kx + b).

Но тогда существует предел в левой части этой формулы, 
который равен (/(ftx + ft))'. •

Напомним понятие сложной функции. Пусть задана функ­
ция f(y), где у, в свою очередь, является функцией от х, т. е. 
у = g(x). Тогда функцию F(x) = /(g(x)) называют сложной функ­
цией (или суперпозицией) функций у = g(x) и f(y). При этом 
предполагается, что множество значений функции g(x) содер­
жится в области определения функции f(y). g

Например, если f(y) = еу, у = g(x) = 2х3, то F(x) = /(g(x)) = е2х .
Пусть функция g(x) имеет производную в точке х, а функ­
ция f(t) имеет производную в точке t = g(x). Тогда сложная 
функция f(g(x)) имеет производную в точке х, которая вы­
ражается формулой

(f(g(x)))' = f'(g(x))-g'(x). (И)
Задача 9. Найти производную функции (Зх2 + 4)3.

> Здесь у = g(x) = Зх2 + 4, f(y) = у3. Так как f'(y) = Зу2, a g\x) = 
= 6х, то по формуле (11) находим

((Зх2 + 4)3)' = 3 (Зх2 + 4)2 • 6х = 18х(3х2 + 4)2. ◄
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М ГУП 3. Производная обратной функции
Пусть у = Дх) и х = ф(г/) — взаимно обратные функции. 

Тогда для всех у G Y, где Y — область определения функции ф, 
справедливо равенство

f(<p(j/)) = i/. (12)
Предположив, что функции f и ф дифференцируемы, из ра­

венства (12) по правилу дифференцирования сложной функции 
получим Д(ф(г/))-ф'(г/)= 1, откуда фх(г/) = 1 , если Д(ф(*/)) 0.

I (ф(у))
Заменив у на х, получим формулу производной обратной функции

ф'(х) = —. (13)Г(ф(х))
С помощью формулы (13) в § 7 будут найдены формулы про­

изводных обратных тригонометрических функций.

Упражнения
163. Найти производную функции:

1) х2 + х; 2) х2 - х; 3) 8х2; 4) - 27х2;
5) -4х3; 6) 0,6х3; 7)13х2 + 26; 8) 8х2 - 16.

164. Продифференцировать функцию:
1) Зх2 - 6х + 6; 2) 6х2 + 5х-7;
3) х + 12х2; 4) х - 8х2;
5) х3 + 6х; 6) -12х3 + 18х;
7) 2х3 - 8х2 + 6х + 1; 8) -Зх3 + 2х2 - х - 5.

165. Найти /'(0) и Л(2), если:
1) Дх) = х2 - 2х + 1; 2) Дх) = х3 - 2х;
3) Дх) = -х3 + 2х2; 4) Дх) = Зх2 + х + 1.

166. Найти значения х, при которых значение производной 
функции Дх) равно 0 (решить уравнение f'(x) = 0), если: 
1) Дх) = х3 - 2х; 2) Дх) = -х2 + Зх + 1;
3) Дх) = 2х3 + Зх2 - 12х - 3; 4) Дх) = (х - 3)(х + 4);
5) Дх) = (х - 2)2(х + 1); 6) Дх) = (х + I)3.

167. Найти производную функции:
1) (х - З)2х3; 2) (х2 - 2х)(х3 + х); 3) (х + З)х3; 4) (х - 4)3х2.
Найти Д(1) (168—169).

168. 1) Дх) = (2х - 3)2(х - 1); 2) Дх) = (х + 1)3(х + 2).
169. 1) = 2) Дх) = ф11;

3) Дх) = |^^; 4) дх) = ^!_.
5-4х 1-7х

170. Найти производную функции:
1) х3 + х2 + х. 2) 2х3 + Зх2 + 1

X + 1 х - 1
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171. Записать формулой функцию Дд'(х)); найти её область опре­
деления и множество значений, если:
1) Лг/) = у2, У = g(x) = х + 1; 2) f(y) = 1g у, у = g(x) = у/х-1;

3) f(y) = , У = g(x) = log2 х-,
У z

Л Ч л/ \ Г z X X + 24) f(y) = ^У, У = g(x) = .

172. С помощью формулы (8) найти производную функции:
1) (2х - I)3; 2) (х + З)2; 3) (Зх2 - 2х)2; 4) (х3 - х2)3.

173. Выяснить, при каких значениях х производная функции 
Дх) принимает отрицательные значения, если:
1) Дх) = х2 - 7х + 10; 2) Дх) = -х2 + 4х;
3) Дх) = -Зх3 + Зх2 + 4; 4) Дх) = (1 - Зх)3.

174. Выяснить, при каких значениях х производная функции 
Дх) принимает положительные значения, если:
1) Дх) = (х + 2)2х3; 2) Дх) = (х - 3)3х2.

175. Выяснить, при каких значениях х производная функции 
Дх) принимает отрицательные значения, если:

176. Записать формулой функцию /(g(x)) и найти её произ­
водную, если:
1) f(y) = y/y2-l, у = g(x) = ylx2 + l;

2) Дг/) = ^1-у2, у = g(x) = cosх.

177. Найти производную функции g(x), обратной к функции 
Дх), если:

1) f(x) = . 2) Дх) = х2, х > 0.х — 2
178. Найти производную функции:

1) Дх) = (Зх3 - 4х2 + 2х - I)2; 2) Дх) = (х3 - 2х2 + Зх + 2)3.

§ 6. Производная степенной функции
Рассмотрим степенную функцию у = хр. При р = 1, 2, 3 эта 

функция дифференцируема и её производная равна соответ­
ственно 1, 2х, Зх2 (§ 4), т. е.

(х)'=1, (х2)'= 2х, (х3)' = Зх2.
Производная степенной функции при любом действитель­
ном показателе р находится по формуле

(хр)' = рхр~1. (1)
Эта формула справедлива при тех значениях х, при которых 

имеют смысл обе части равенства (1). Она будет доказана в § 7.
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f-T=IxJ х‘

ГЫ\ Задача 1. Доказать справедливость формулы (1) при р = -1, 
т. е. доказать, что

> Пусть Дх) = —, х # 0. Тогда

/(х + h) - Дх) =
X + п х (х + п)х

Составим разностное отношение:
Дх + /г) - Дх) _ 1

h (x + h)x
При h 0 знаменатель дроби стремится к х2, поэтому

lim |------ ----- | = —Таким образом, Д(х) = ——, т. е. =__ L
h—>0 (x+/l)xj X2 х2 IxJ X2'

Полученное равенство можно записать так:
(х-1)' = (-l)x’2.

Это и означает, что формула (1) верна при р = -1. ◄

Задача 2. Доказать формулу (1) при р = .
|> Пусть Дх) = д/х, х > 0. Составим разностное отношение:

Дх + 7г) - Дх) _ д/х + /г - д/х 
~~h ~ h ‘

Умножим числитель и знаменатель на сумму д/х + h + д/х.
Получим -----

f(x + h)~ f(x) (д/х + 7г - д/х 
h h\Jx + h -

(x + /г) - x 
h^x + h + д/х)

h 1
h^x + h + д/х) yjx + h + д/х

Если h -* 0, то д/х + h д/х (§ 2, задача 6), поэтому знаме­
натель последней дроби стремится к 2д/х. Следовательно,

h—>() h 2д/х 2д/х
Полученное равенство можно записать так:

(Л_1>
2 J

т. е. формула (1) справедлива при р = - . ◄ 1У1

Задача 3. Найти /'(1), если Дх) = д/х + -^=.
1 _1 д/х

> Так как Дх) = х2 + х2, то по формуле (1) получаем
1-1 -1-1 -1 -1

J 2 1 2) 2 2

Следовательно, Д(1) = = 0. ◄

1
2хд/х
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Задача 4. Вычислить если f{x) = д/4 - 7х.
1

О Так как f(x) = (~7х + 4)2, то, используя формулу (1) и форму- 
1

лу (8) из §5, получаем /Дх) = — (~7х + 4)2 • (-7), откуда находим
1 1

/'(-3) = -|(-7(-3) + 4) 2 = ■ 25 2 = -0,7. 4

Задача 5. Найти f'(x), если f(x) = х?1 + —, х^О. --------------- \ х
2 1

О Так как /(х) = х3(х + 3)3, то 
1 12 2 1 2

/Дх) = |х 3-(х + 3)3 + х3 |(х + 3)3 =х3 (х + З)3 • 2<* + 3) + х, 

_1 2

/Дх) = х 3 ■ (х + 3) 3 Дх + 2), х 0, х -3. ◄

Задача 6. Доказать, что (^х) = —7= при х # 0.
о 3/ 2

1
> Если х > 0, то ^х = х3 и по формуле (1) получаем

2
(л/х) = -х 3 

3
1

З^2’
1

Если х < 0, то л/х = -%]-х = -(-х)3. Используя формулу (1) 
и правила дифференцирования, находим

2
да'-(-1)1<-х)‘5(-1)--2=-^=.

з З^(-х)2 Зух2

Упражнения
Найти производную функции (179—180).

179. 1) х6; 2) х12;

4) 7х3 - Зх7; 5) 
х4

180. 1) ^с; 2)

5) 6)
X\JX

181. Найти /'(3) и /'(1), если:
1) /(х) = 4 + А; 

X X

3) Зх4 + 2х13;
в) ^3+4-

х2

2) Дх) = л/х +-^ +1;
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3) Дх) = -^-А; 
Чх х

5) Дх) = (х - I)2 (х - 3);
7) Дх) = (х2 - 1) (х + 3);

3 3
4) Дх) = х2 - х 2;

6) Дх) = (х - З)3 (х - 1);
8) Дх) = (х2 - 9) (х + 1).

182. Найти значения х, при 
функции Дх) равно 0: 
1) Дх) = Зх4 - 4х3 - 12х2;

3) Дх) = (х2 + 3)(2х2 + 5);
5) Дх) = (х - l)2xVx;

183. Найти /'(1), если:
1) Дх) = (х - I)9 (2 - х)8;

3) Дх) = з/2-х Д2-Зх)6;

которых значение производной

2) Дх) = х4 + 4х3 - 8х2 - 5;

4) Дх) = х + —;

6) Дх) = Зх4 - 4х3 + 6х2 - 12х.

2) Дх) = (2х- I)5 (1 + х)4;

4) Дх) = (5х - 4)6 ■ д/Зх - 2.

184. При каких значениях х 
у = (х - З)5 (2 + 5х)6 равно

значение производной функции 
0?

Найти производную функции (185—189).

185. 1) х5 + х3 + X .
X + 1 ’ 2) х4 + х2 + 1 

х -1
3 3 5

186. 1) 2 . 
х4’ 2) 4х 2; 3) х 2 + бх6;

4) 274^-3^х~^; 5) б^х® — 
5/д

6) 2х^/х2+-4= 
лг.4/ 3\х хух

187. 1) (х + 2)у/х; 2) (х + l)Vx; 3) | Vx ч----- | ;
1 у[х)

4) 5) 
у/х

^у/~х + 1 у4г I -----л/х---------- ;4/~ 4/~\!Х \)х )
; 6) (д/х - ^х) .

188. 1) (2х - З)5 (Зх2 + 2х + 1); 2) (х - I)4 (х + I)7;
3) 4/Зх + 2 ДЗх-1)4; 4) з/2х +1 • (2х - З)3.

189. 1) 2х2 - Зх +1. 
х +1 ’ 2)

4)

Зх2 + 2х - 1.
2х +1 ’

2-х । д/х
л/х 2-х

190. Найти точки, 
Дх) равно 1:

в которых значение производной функции

1) Дх) = х4 + 8х3 + х - 3;
3) Дх)= х'3 + х2 + 16;

2) Дх) = 2х5 + 5х2 + х + 4;

4) Дх) = ху[х + Зх + 18
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191. Решить неравенство 
1) Дх) = х4 - 4х2 + 1; 

/ ]\2
3) Дх) = 1х + -1 ;

5) Дх) = (х + 2)2л/х;

f\x) > 0, если:
2) Дх) = Зх4 - 4х3 - 12х2 + 3;

ч х3 + 164) Дх) =---------

6) Дх) = (х-3)д/х.

192. Угол поворота тела вокруг оси изменяется в зависимости от 
времени t по закону ф(£) = 0,1£2 - 0,5£ + 0,2. Найти угловую 
скорость (рад/с) вращения тела в момент времени t = 20 с.

193. Тело, масса которого т = 5 кг, движется прямолинейно по 
закону s(i) = 1 - t + t2 (где s выражается в метрах, t — в се-

2
кундах). Найти кинетическую энергию тела через 10 с 

после начала движения.
194. В тонком неоднородном стержне длиной 25 см его масса 

(в граммах) распределена по закону т(Г) = 2l2 + 3Z, где I — 
длина стержня, отсчитываемая от его начала. Найти линей­
ную плотность: 1) в точке, отстоящей от начала стержня на 
3 см; 2) в конце стержня.

195. Найти производную функции Дх) = у)х2 - 5х + 6 при х < 2 
и при х > 3.

§ 7. Производные элементарных функций
Показательная, логарифмическая и тригонометрические 

функции дифференцируемы в каждой точке, где они определе­
ны. Приведём некоторые формулы производных этих функций:

1. (sinx)'= cosx. 3. (lnx)'= —, х > 0.
х

2. (cosx)'=—sinx. 4. (ex)' = ex.
Доказательство формул 1 и 2 основано на использовании

равенства ,. sin t , 11 ш------= 1
t->0 t (1)

а при выводе формул 3 и 4 используется равенство
1

1ш1(1 + 1)* = е. (2)
t->o

Соотношения (1) и (2) называют замечательными предела­
ми, их доказательство даётся в курсе высшей математики. 
га^1 Докажем формулу 1, используя предел (1).
О Если Дх) = sinx, то

о . h ( , h\ . h.z , ьч .z ч • 2sin—cos х + — Sin- /Дх + й) - Дх) _ sin(x + й) - sin х _ 2 < 2) _ 2v , h\
h h h h \ 2 J

2
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. h
Sin2 / h\

Так как 1 при h 0 (равенство (1)), a cos x + —I -^cosx
2 . , 74 ., v i - sm(x + h) - sin x(непрерывность косинуса), то существует lim —------- ----------  =л->о h

= cosx, т. e. справедлива формула 1. •
Применяя формулы 1, 3, 4 и правила дифференцирования,

выведем формулу 2 и докажем равенства:

5. (tgx)' = —— , х — + kit, k е Z. 
cos2 х 2

6. (ctgx)' =---- , х * kn, k € Z.
siir x

7. (ln|x|)' = —, x # 0.
x

8. (ax)' = ax In a, a > 0, a # 1.

9. (log.x)' = ——, a > 0, a 5й 1, x > 0. a x In a
10. (xp)' = pxp~x, p & R, x> 0.

02. Так как cosx = sin lx + —
\ 2

то, применив формулу

получим cos x)' = COS X + — X + — I = cos x + — I = -sin X.
’ \ 2/\ 2/ \ 2/

5. Применив правило дифференцирования частного и фор­
мулы 1 и 2, получим

(tg xY — f s^n х 1 — cos х cos х ~ s^n x(-s^n х) _ 
^cosxj cos2x cos2x

6. Аналогично
(ctg x)' — f cos x— -sin x sin x ~ cos x cos x — 1.

I sin x J sin2x sin2x

7. Пусть x < 0, тогда | x | = -x и In | x | = In (~x), откуда, при­
меняя формулу 3 и правило дифференцирования сложной функ­

ции, получаем (1п|х|)' = (1п (-х))'=  (-1) = —. Отсюда и из фор­
мулы 3 следует, что

(in |х|) = —, х 0.
8. Возводя обе части равенства a = elno в степень х, полу­

чаем ах = ех 111 а. Применяя формулу 4 и правило дифференциро­
вания сложной функции, находим

(ах)’ = exlna In а = ах 1п а.

9. Так как log х = -^, то, применяя формулу 3, получаем 
In а

(logax)' 1
х In a
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10. Воспользуемся равенством хр = е1п хР = ер 1п х. Тогда 
(хр)' = ерЫх-£- = ^- = рхр~г. •

X X
Применяя формулы 1—5, 7—10 и правила дифференциро­

вания, решить задачи 1—3.
Задача 1. Найти f'(x), если /(x) = cos3x.

> (cos3x)'= (-sin3x) • (Зх)'=-3sin3x. ◄

Задача 2. Найти f'(x), если:

l)f(x) = e~x; 2)/(x) = tg2x;
3) /(х) = 2 х sin2x; 4) /(х) = In——х +1
5) /(х) = log3(x2 + 4); 6) /(х) = (х3 + 2х)2е3х.

> 1) (е х)' = е х (—х)' = -е х-,
2) (tg2x)' = -^—(2х)' = —; 

cos 2х cos 2х
3) (2~х sin 2х)' = 2~х In 2 • (—х)' • sin 2х + 2~хcos 2х • (2х)' = 

= 2“x(2cos2x - In 2 • sin2x);

ГУП 4) х +1 
х -1

х -1 'l
X + 1 J

x + If x + 1 - (x - 1)^| 
x-lf (x + 1)2 J

2 
x2-l’

5) (log3(x2 + 4))'= —----- (x2 + 4)' = —;
(x2 + 4)ln3 (x2 + 4)ln3

6) ((x3 + 2x)2 e3x)’ = 2(x3 + 2x)(x3 + 2x)' e3x + (x3 + 2x)2 e3x • 3 = 
= e3x (x3 + 2x) • (Зх3 + 6x2 + 6x + 4). ◄

Задача 3. Найти f'(x), если:

D =
\l + x3

2) /(x) = In (x + д/l + x2);

3) Дх) = 3xctg 2x;

4) f(x) = In2 (1 + x) • 32x;
5) f(x) = tg4 3x • 1g (x3 + 1).

> 1)

2
if 1-*3>| 3 (-3x2)(l + x3) - 3x2(l - x3) 
sfl + x3J (1 + x3)2

-2x2 f l + x3Y l-x3V 
(x3 + l)2fl-x3 J 1 + x3 J

2x2 |l-x3. 
x6 - 1 \j 1 + X3

2) (ln(x + 7+7I)) =----2= fl+ -7=
x + yx2 + ll< 2y/x2 + l

1
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1 — / \ -
3) (3xctg 2х)' = 3xln 3 • |-^Ictg 2x + 3хf----- ' 2^ =

\ x2 I sin22x J
1 , V

_ _ox/ln 3 • ctg 2x 2 V
& I 9 ' о I’\ x sin22x/

4) (In2 (1 + x) • 32x)' = 21n(l + x) • —• 32x + In2 (1 + x) • 32x x1 + X
X In 3 • 2 =ln(l + x) • 32xC^- + 21n 3 ■ ln(l + x)

5) (tg4 3x • 1g (x3 + 1))' = 4tg3 3x • —I— • 3 • 1g (x3 + 1) + 
cos 3x

+ tg4 3x
1

(x3 + l)lnl0
• 3x2 = 3tg3 3x f 41g(x^+l) + —x2tg 3x—Y У1

cos23x (x3 + l)lnl0j

ИЯ Задача 4. Доказать формулы

(arcsin x)' = 1__
и (3)

(arctgx)' = ——x, xe R. (4)
1 + x2

> а) Если у = ф(х) = arcsinx, где |x| < 1, то обратная функция
х = f(y) = sin у, где |z/|< По формуле (13) из § 5 находим

, • V _ 1 _ 1(arcsin х) — — ,(sin у) cos у
где sin у = х, cos у = д/1 - х2, так как \у \ < \ Формула (3) доказана.

б) Если у = arctg х, где x£R, то обратная функция x = tgi/, 
где |z/|< По формуле (13) из §5 получаем

1 2(arctgx) = -—- = cos у,
i г (tgy)

где cos2 у = ------- -х— =------ т- Формула (4) доказана. ◄ ВИ
1 + tg у 1 + х

Упражнения
Найти производную функции (196—208).
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196. 1)

4)

Inx + sinx;

X

2)

5)

ех - sinx;

tgx + Inx;
3)

6)

у/х - cos х; 

ех - ctgx.

197. 1) 2cos3x; 2) -5е2х; 3) -41п 2х;

4) -3sin2x; 5) —е“2х-
10 6) 2е2х - 4е“2х.

198. 1) 6х4 - 9е3х; 2) —х8 + 3sin Зх;
4 3) Зд/х - 4cos 4х;

4)
X

4+4е"’ 
х2

5) + -1п 4х;
Зх3 2

6) 3tg 2х - 2д/х.
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199. 1) +16е2;

3) 3х^х-31п—;
х

200.1) Зх2-4^х + 2е3;

3) ^Ух ++ In х3;
\х 

з 1

5) 8х4 + 7х7 - cos 4х;

9 1л2) —=---- sin 4х;
Цх 4

4) 1 + 5cos —.
х yj х 5

2) 2х3 + 3\/х - cos 2х;
4) 2х8 - 3tg Зх - ^sin Зх;

4
6) -ctg х - 5х5 - —е2х.

5 4
201. 1) (х + З)8; 2) (х-4)7; 3) ^/х-2; 4) jx + 5;

5) 6) -J—; 7) 8) -JU.
(х + 1)2 (х-1)3 Jx + 3 ^х-4

202. 1) (Зх + I)5; 2) (5x - 4)6; 3) (1 - 3x)7;
4 1 • 1

4) (Зх-1)2’ ° (2-3x)4’ 6) (4 - 3x)5 ’

203. 1) ^2 - 8х; 2) ^4x + l; 3) д/Зх + 2;

4)
1 51 7 • 6)

7
д/4х +1 ' $/3-8x %/2-9x

204. 1)
’ 5)

205. 1)

sin2x; z
2х^ ге ; (

1^
ех; 2

2) cos2x; 3) cos3x;
J) e~x4; 7) ln3x4;

2
) e x; 3) ln(2x-

4) sin4x;
8) ln(-2x).

- 1); 4) ln3x;

5) tg 6 ) cos4x; 7) tg(3x + 3); 8) sin^-^-

206. 1) l-i х\ cos 1---- ;
\ 2/

2) sin(2-^;

3) х + 3 sin —;
2

4) cos-—
3

5) 4 - 5х cos--------;
3

r?\ • 2x + 3o) sm—
5

7) sin32x; 8) cos43x;

9) ctg24x; 10) tg4|.

207. 1)
1

2) ln(3-4x2); 3)
2

ex + 1;

4) g2x + 3. 5) In ;
3-4x2

6) i з111 2
2xz + 7x

208. 1) 5х;
5) log5x;

2) 4х;
6) log4x;

3) 9х+ 2;
7) Ig(x-l);

4) 7х-3;
8) lg(x + 3).
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209. Найти значения х, при которых значение производной 
функции f(x) равно 0, если:
1) Дх) = х - cosx; 2) Дх) = ^x-sinx;

3) Дх) = ln(x + 1) - 2х;
5) Дх) = 2х + 2“х;

4) Дх) = 21п(х + 3) - х;
6) Дх) = 32х - 2х1пЗ;

7) Дх) = 21п(х + 3) - х; 8) Дх) = х + ln(2x + 1).
Найти производную функции (210—214).

210. 1) 3, 2х-1 1п2х + 3 
3 5 2) -21п2~5х

6 3

3) 2е 3 + 3cos-----— .. к . 2х + 3 . 14) 5sin— ------ 4 -----
4 у х-1

5) 1 о х - 2з---------3cos-------
V 2 - х 3

211. 1) log2(x3 + 4); 2)

212. 1) д/х2 + 1 • ctg 4х;

3) Vx • sin 4х;

I---------- 3 - 5х
6) 6з/—-—р+4е 2 . 

\(2-х)2
2х2 + зх; 3) t 2 2х. 4) ln2L12

х х + 2
2) е2 sin33x;
4) е3-2х • cos (3 - 2х).

213. 1) 1 + COS X . 
sin х

214. 1)

/1х е
J 3х+ 1’

2) 2х - log2 х.
х In 2

3) х2 - 2х + 3. х2 - х + 1
х2 + 4х +1 х2 + х +1

3) х — cos х. 1 — sin 2х
х sin х - cos х

е — е

215. Найти значения х, при которых значение производной 
функции Дх) равно 0, если:
1) Дх) = х2 - 6х - 81пх; 2) Дх) = 2 д/х - 31п (х + 2);
3) Дх) = Jx + 1 - In (х - 2); 4) Дх) = 1п(х - 1) + 21п(х + 2).

216. Решить неравенство
1) Дх) = ех - х;
3) Дх) = 1пх - х;
5) Дх) = 6х — Ху[х;

f'(x) > 0, если:
2) Дх) = 6х + cos3x;
4) Дх) = х - 21пх;
6) Дх) = (х + 1)д/х + 1 — Зх.

217. Выяснить, при каких значениях х значение производной 
функции Дх) равно 0, если:
1) Дх) = 5(sin х - cos х) + V2cos 5х;
2) Дх) = 1 - cos 2х + sin х - cos х - х.

218. Найти значения производной функции Дх) в точках, в ко­
торых значение этой функции равно 0, если:
1) Дх) = e2xln(2x - 1); 2) Дх) = sinx~cosx.

sin х
219. Вычислить /'(х) + Дх) + 2, если /(x) = xsin2x, х = л.
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220. Найти значения х, при которых значение производной 
функции f(x) равно 0; положительно; отрицательно, если: 
1) f(x) = х - 1пх; 2) f(x) = xlnx;
3) f(x) = x2lnx; 4) f(x) = x3 - 31nx.

221. Найти производную функции Дх) = ln(x2 + 5x + 6) при x < -3 
и при x > -2.

§ 8. Геометрический смысл производной
1. Угловой коэффициент прямой
Напомним, что графиком линейной функции у = kx + Ъ яв­

ляется прямая. Число Z? = tga называют угловым коэффициен­
том прямой, а угол а — углом между этой прямой и положи­
тельным направлением оси Ох (рис. 46).

Если k> 0, то 0<а< | (см. рис. 46, а), в этом случае функ­

ция у = kx + b возрастает. Если k<0, то - < а < 0 (см. рис. 46, б), 
в этом случае функция у = kx + Ъ убывает.

Выведем уравнение прямой с заданным угловым коэффици­
ентом, проходящей через заданную точку М0(х0; уф.

Пусть прямая не параллельна оси Оу и М(х; у) — произ­
вольная точка этой прямой, А(х; уф (рис. 47).
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у - у о , 
Из прямоугольного треугольника АММ0 находим —7— = tg а.

Обозначив tga = /?, получаем у - у0 = k (х — х0), откуда
У = y0 + k(x- х0). (1)

Уравнение (1) называют уравнением прямой с угловым ко­
эффициентом k, проходящей через точку (х0; г/0).

Задача 1. Записать уравнение прямой, проходящей через 
л 

точку (-2; 3) и образующей с осью Ох угол

[> Находим угловой коэффициент прямой k = tg 
как х0 = -2, у0 = 3, то по формуле (1) получаем

у = 3 + (- 1)(х - (-2)), т. е. у = -х + 1. ◄

С^ = -1. Так

Ml 2. Геометрический смысл производной
Выясним геометрический смысл производной дифференци­

руемой функции у = f(x).
Пусть функция у = f(x) определена в некоторой окрестности 

точки х0 и существует её производная f'(x0).
Если А и М — точки графика этой функции с абсциссами 

х0 и х0 + h (рис. 48), то угловой коэффициент k = k(h) прямой, 
проходящей через точки А и М (эту прямую называют секущей), 
выражается формулой

k(h) = tg АМАС = ^= f(X° + ~/(Хо), (2)

где С — точка с координатами х0 + h, f(x0), а уравнение секущей 
АМ можно записать в виде

У - Уо = k(h)(x - х0). (3)
Пусть h —> 0, тогда М, двигаясь по графику, приближает­

ся к точке А, а секущая поворачивается вокруг точки А. Если 
существует lim k(k) = й, т. е. существует предельное положение 

Л—>0 
секущей, то прямая

У - У о = k0(x - х0), (4)
уравнение которой получается из уравнения (3) заменой k(h) 
на k0, называется касательной к графику функции у = f(x)
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в точке с координатами (х0; /(х0)). 
Таким образом, касательная к гра­
фику функции у = /(х) в точке (х0; 
/(х0)) есть предельное положение 
секущей МА при h 0.

Если существует f'(xo)’ то
k0 = lim k(h) = lim Ax0 + ft)-f(x0) = 

л—>o л->о h

= f'(x0).

Так как k0 — угловой коэффициент касательной, то 
k0 = f'(x0) = tga, где a — угол, образуемый касательной с поло­
жительным направлением оси Ох (рис. 49). Таким образом,

f(x0) = tga. (5)
Геометрический смысл производной состоит в том, что зна­
чение производной функции /(х) в точке х0 равно углово­
му коэффициенту касательной к графику функции у = f(x) 
в точке (х0; /(х0)).

Задача 2. Найти угол между касательной к графику функ­
ции у = sinx в точке (0; 0) и осью Ох.
О Найдём угловой коэффициент касательной к кривой у = sinx 
в точке (0; 0), т. е. значение производной этой функции при х = 0.

Производная функции /(x) = sinx равна f'(x) = cosx. По 
формуле (5) находим tga = /'(0) = cosO = 1, откуда а = arctgl = у 
(рис. 50). 4

Замечание. Это свойство полезно для построения графи­
ка у = sinx: в точке (0; 0) синусоида касается прямой у = х. ◄

Задача 3. Найти угол между касательной к параболе у = х2 
в точке (1; 1) и осью Ох.
> Производная функции /(х) = х2 равна Г(х) = 2х. По формуле 
(5) находим tga = f'(l) = 2 • 1 = 2, откуда a = arctg2 (рис. 51). ◄
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■ 3. Уравнение касательной к графику функции
Заменяя в 

касательной 
(х0; Дх0)):

формуле (4) k0 на f'(x0), получаем уравнение 
(рис. 52) к графику функции у = f(x) в точке

У = Д*о) + Г(*о)(ж ~ хо>- (6)

Задача 4. Найти уравнение касательной к графику функции 
у = cosx в точке с абсциссой х0 = ^.

[> Найдём значения функции Дх) = соэх и её производной в точ­
ке x0 = J:

6

/(х0) = cos | = /'(х) = -sinx, f'(x0) = -sin |

Используя формулу (6), найдём искомое уравнение каса-

Касательная к графику функции у = cos х в точке 
изображена на рисунке 53. ◄

7£. л/З 
б’ ~2~)

ГЭ^Ч Задача 5. Записать уравнение касательной к графику функ­
ции у = х2 - 2х + 3, если эта касательная:

1) проходит через точку пересечения графика с осью Оу, 
2) параллельна прямой у = 4х - 3.

> Пусть Дх) = х2 - 2х + 3, тогда f\x0) = 2х0 - 2 —угловой коэффи­
циент касательной к графику функции у = Дх) в точке (х0; Дх0)), 
и уравнение касательной в этой точке можно записать так:

У = Д*о) + 2(хо “ !)(* “ хо)-
1) Точка пересечения графика с осью Оу имеет координаты 

х0 = 0, Дх0) = 3, a f\x0) = -2. Поэтому прямая у = 3 - 2х является 
касательной к графику в точке (0; 3).

2) Из равенства угловых коэффициентов прямой у = 4х - 3 
и касательной в точке (х0; Дх0)) следует, что Д(х0) = 2х0 -2 = 4,
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откуда х0 = 3, f(x0) = 6, а уравнение касательной в точке (3; 6) 
имеет вид у = 6 + 4(х — 3) = 4х — 6.

Ответ. 1) у = 3 - 2х; 2) у = 4х - 6. ◄

Задача 6. Показать, что касательная к параболе у = х2 
в точке с абсциссой х0 0 пересекает ось Ох в точке

> Пусть f(x) = х2, тогда f'(x) = 2х, f(x0) = Хд и f’(x0) = 2х0. 
По формуле (6) находим уравнение касательной:

У = Хд + 2Х0(Х - Хо) = 2XQX - Хд .
Найдём точку пересечения этой касательной с осью абсцисс

2из равенства 2х0х - х0 = 0, откуда х =

Из задачи 6 следует простой 
геометрический способ построения 
касательной к параболе у = х2 в точ­
ке А с абсциссой х0: прямая, про­

ходящая через точку А и точку 

оси абсцисс, касается параболы в 
точке А (рис. 54).

Построив касательную к пара­
боле, можно найти её фокус. Напом­
ним, что фокусом F является точка, 
в которую нужно поместить источ­
ник света так, чтобы все лучи, отра­
жённые от параболического зерка­
ла, были параллельны оси симметрии параболы. Для построения 
фокуса F надо через точку А, лежащую на параболе, провести 
прямую АВ, параллельную оси Оу, и прямую AF, образующую 
с касательной в точке А такой же угол, как и прямая АВ. 1~>^1

■■ 4. Дифференциал функции
Пусть функция /(х) имеет производную в точке х0, 

а Д/ = Дх0 + Дх) - Дх0) — приращение функции /(х) в точке х0, 
соответствующее приращению аргумента Дх. Тогда

Д/ = f(Xg)^x + ос(Дх) • Дх, (7)
где а(Дх) 0 при Дх —» 0.

Первое слагаемое в формуле (7), т. е. произведение f(Xg)kx, 
называется дифференциалом функции /(х) в точке х0 и обозна­
чается df(Xg), т. е. df(xg) = /'(х0)Дх.

Пусть f '(x0) 0, тогда отношение второго слагаемого 
сс(Дх) Дх в формуле (7) к первому слагаемому стремится к нулю 
при Дх 0. Поэтому при малых Дх можно заменить Д/ на d/(x0), 
т. е. записать приближённое равенство Д/~г//(х0) или равенство

У(х0 + Дх) « /(х0) + f(Xg)k.x,
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по которому можно находить значения функции Дх) в точке 
х0 + Ах с помощью значений этой функции и её производной 
в точке х0.

Если функция Дх) дифференцируема в каждой точке ин­
тервала (а; Ь), то

df(x) = Д(х)Ах,

где Ах — произвольное приращение аргумента.
Заметив, что dx = (х)'Ах = Ах, определим дифференциал неза­

висимого переменного как его приращение. Тогда (/Дх) = f'(x)dx,
откуда

f'(x) = ^), 
dx

т. e. производную можно рассматривать как отношение диффе­
ренциала функции к дифференциалу аргумента. Понятие диффе­
ренциала будет использовано в главе IV.

Выясним геометрический и физический смысл дифферен­
циала.

Пусть функция у = Дх) дифференцируема в точке х0, тогда 
в точке А(х0; Дх0)) существует касательная (см. рис. 48), пере­
секающая прямую х = х0 + h в точке В. Из треугольника АВС 
находим ВС = AC tga = hf'(x0). Полагая h = Ах, получаем

ВС = Д(х0) • Ах = с?Дх0). (8)
Равенство (8) позволяет дать следующее геометрическое ис­

толкование дифференциала.
Если функция Дх) имеет производную в точке х0, то диффе­

ренциал этой функции при х = х0 равен приращению ординаты 
касательной в точке (х0; Дх0)) при изменении аргумента от х0 
до х0 + h = х0 + Ах.

Обратимся к физическому смыслу дифференциала. Пусть 
s(t0) — координата движущейся точки в момент времени t0. Тог­
да дифференциал ds(t0) равен приращению s(t0 + А/) - s(t0) функ­
ции s(t) за промежуток времени от t0 до t0 + А/, если в течение 
этого промежутка материальная точка движется со скоростью 
v(t0) = з'(/0).

Упражнения

222. Написать уравнение прямой с угловым коэффициентом k,
проходящей через точку (х0;
1) k = 2, х0 = 1, =

3) k = -2, х0 = 3, у0 = -4;

, 2 1 15) k = - , х0 = - , у0 = - ;

уф, если:
2) k = 3, х0 = -2, у0=1;

4) k= |, х0 = 1, г/о = О;

6) = хо = О, уо = О.
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223. Написать уравнение прямой, проходящей через точку (х0; у0) 
и образующей с осью Ох угол а, если:

1) а = р х0 = -3, i/o = 2; 2) а = у, *о = -1> Z/o = -1;

3) а= х0 = 6, г/0 = -5; 4) а = у, х0 = 4, у0 = -3.

224. Найти угловой коэффициент касательной к графику функ­
ции у = f(x) в точке с абсциссой х0, если:
1) Дх) = х3, х0 = 1; 2) Дх) = sinx, х0 = у

3) Дх) = 1пх, х0=1;

5) Дх) = Зх2 - 4х, х0 = 2;

4) f(x) = ex, х0 = 1пЗ;
6) Дх) = 4х----хо = 1.

ух

225. Найти угол между осью Ох и касательной к графику функ 
ции у = f(x) в точке с абсциссой х0, если:

1) f(x) = х2, х0 = 1;

3) Дх) = |, х0 = 1;
Зх + 1

5) f(x) = е 2 , х0=1;

2) Дх) = |х3, х0 = 1;

4) Дх) = 2>/х, х0 = 3;

6) Дх) = 1п(2х +1), х0 = у

226. На рисунке 55 изображён график функции у = Дх) и каса­
тельные к графику в точках А, В, С, D. Определить знак 
производной этой функции в точках А, В, С, D.

227. Написать уравнение касательной к графику функции
У = f(%) в точке с абсциссой х 
1) Дх) = х3 + х2 + 1, х0 = 1;

3) Дх)= х0 = 1;
х

5) /(x) = cosx, х0 = —; О
7) Дх) = In х, х0 = 1;

0, если:
2) Дх) = 6х - Зх2, х0 = 2;

4) Дх) = у» х0 = -2;

6) Дх) = ех, х0 = 0;
8) Дх) = л/х, х0 = 1.
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228. Написать уравнение касательной к графику функции 
у = f(x) в точке с абсциссой х = 0, если:
1) f(x) = х4 + Зх2 - 4х + 2;
3) Дх) = 2х-у/х + 1;

5) f(x) = е3х + cosx;

2) Дх) = ^х + 1;
4) +

6) Дх) = sin2x - 1п(х + 1).

229. Найти угол между осью Оу и касательной к графику функ­
ции у = f(x) в точке с абсциссой х = 0, если:
1) Дх) = х2 + е~х; х 2) Дх) = cos х;
3) Дх) = д/х + 1 + е2; 4) Дх) = х2 + Зх + 2J+i’

5) Дх) = ln(2x + 1) + 6) Дх) = |(х + 3)д/х + 3.

230. Под каким углом пересекаются графики функций (углом 
между кривыми в точке их пересечения называют угол 
между касательными к этим кривым в этой точке):
1) у = 8 - х и у = 4yjx + 4;
2) у = | (1 + х)2 и у = | (1 - х)2;

3) у = 1п(1 + х) и у = In(1 - х);
4) у = ех и у = е“х?

231. Показать, что графики двух данных функций имеют одну 
общую точку и в этой точке — общую касательную; напи­
сать уравнение этой касательной:
1) у = х4, у = х6 + 2х2; 2) у = х4, у = х3 - Зх2;
3) у = (х + 2)2, у = 2 - х2; 4) у = х(2 + х), у = х(2 - х);
5) у = д/х + 1, у = х2 + х + 1; 6) у = yjx +1, у = 2 - д/1 - х.

232. Найти точки графика функции у = f(x), в которых каса­
тельная к этому графику параллельна прямой у = kx, если: 
1) Дх) = х2 - Зх + 4, k = 1; 2) Дх) = х(х + 1), k = 3;
3) Дх) = х3 + х2 - 2х, k = 1; 4) Дх) = ех + е~х, k = | ;

5) Дх) = д/Зх + 1, k = —; 6) Дх) = х + sinx, k = 0.
233. В каких точках касательная к графику функции у =х + % 

х 2
образует с осью Ох угол, равный — —?

234. Найти точки, в которых касательные к кривым
Дх) = х3 - х - 1 и g(x) = Зх2 - 4х + 1

параллельны. Написать уравнения этих касательных.

235. | Написать уравнение касательной к графику функции
у = Дх) в точке с абсциссой х0, если:
1) Дх) = esin2x + sinx, х0 = л; 2) Дх) = 4sin2TT’ х0 = 1. 

х &
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Упражнения к главе II

236. Построить график функции у = f(x) и выяснить, является 
ли эта функция непрерывной на всей числовой прямой:

1) f(x) = Зх - 4 при х 3, 
2 при х = 3; 2) Лх) = 5 - 2х при х 1, 

-1 при х = 1;

3) /(*) = л/х при х > О 
х при х < 0; 4) f(x) =

|х - 1| при X < -1, 
х2 при X > -1.

Найти производную функции (237—241).

237. 1) 2х4 - х3 + Зх + 4; 2) —x5 + 2x3 - 3x2 - 1;

3) б^х + 4)
х X

5) (2х + З)8; 6) (4 - 3x)7;

7) з/Зх-2; 8) ,-------- ’д/l - 4x
9) sin0,5x; 10) cos(-3x).

238. 1) ex-sinx; 2) cosx-tgx; 3) ctg x — sj X *

4) 6x4 - 9ex; 5) — + 4ex; 6) Д. + -In X.
X Зх3 2

239. 1) sin5x + cos(2x - 3); 2) e2x-ln3x;

3) sin(x - 3) — ln(l - 2x); 4) 6sin------ e’ 3
-3x

240. 1) x2cosx; 2) x3lnx; 3) 5xctgx;

4) sin2xtgx; 5) e"xsinx; 6) excosx.

241. 1) X3 + 1 x2•Az 1 -L * Л- e ox sin x 9 4)
xz + 2 X3 + 1 X + 1 1 - X

242. Найти значения х, при которых значение производной 
функции /(х) равно 0; положительно; отрицательно, если:

1) Дх) = -Зх3 + 2х2 + 4; 2) Дх) = (х + З)3(х - 4)2;
3) /(х)= ^4 4) Дх) = х2+2.

х - 2 х

243. Найти значение производной функции /(х) в точке х0, 
если:

1) У(х) = cos х sin х, х0 = 2) Дх) = ех In х, х0 = 1;

.. . 2COSX Л л\ \ х _
3) /(*) = х0= 4’ 4) f(x)= хо = О.
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244. Написать уравнение касательной к графику функции в точ­
ке с абсциссой х0, если:
1) у = х2 — 2х, х0 = 3; 2) у = х3 + Зх, х0 = 3;
3) у = sinx, х0 = —; 4) у = cos х, х0 = —.

245. Закон движения тела задан формулой s(t) = 0,5t2 + 3t + 2 
(s — в метрах, t — в секундах). Какой путь пройдёт тело 
за 4 с? Какова скорость движения в этот момент времени?

Найти производную функции (246—248).

246. 1) sinx cosx + x; 2) (x3 + 1) cos2x;

3) (x + 2)^*2; 4) з/х-1(х4-1).

247. 1) 1 - cos 2x. 2)
у/x + 4 .

1 + cos 2x 4x
X sin x + cos x3)

у/х + 3
4) sin x - cos x

248. 1) 1 2-x +21nx-cosx; 5 2) ~x2 - ex + 2sin x; 4
3) 15a/x + ex - 6tg x; 4) 6^x - In x + -cos x;
5) x2(x - 1) + 3 sinx + 4 ctgx;
6) x (x + 2)2 + 2 Inx - 3 cosx;
7) (x - l)(x + 2) + ex - Inx;
8) (х + 3)(2х - 1) + ех - sinx.

249. Построить график и указать промежутки непрерывности 
функции:

Л ч flog2(x-l) при х<3,
1) Дх) s 2

I (х - 5) при х > 3;

д/х + 3 при х > 3, 
2) х + 3 при - 3 < х < 3,

(х + З)2 при х < -3.

250. Найти вертикальные асимптоты графика функции у = Дх),
если:
1) /(х) = ;

х - 9 2) Дх)
х + 2
Зх + 1

251. Вычислить предел функции:
1) Иш 2 + х %3 • 2) lim 7x3 + 3x^ + 1

*->о 1 + Зх + х2 - х2 - 5 
252. Найти производную функции:

1) 1п2х; 2) д/ln х; 3) sin Vx; 4) cos4x; 5) ^/tg x; 6) ctg3x.
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253. 1) у = cos2 Зх;

3) sin(2x2 - Зх);

6) cos(ex);

2) У= tg2^;

4) cos(x + 2x3);
2

7) 3х ;

5) etgx;

8) 2C0SX

254. Найти значения x, при которых значение производной функ­
ции Дх) равно нулю; положительно; отрицательно, если:
1) Дх) = 2х + 2“х; 2) Дх) = 32х - 2х In 3;
3) Дх) = х + In 2х;
5) Дх) = 6х - х л/х;

4) Дх) = х + ln(2x + 1);
6) Дх) = (х + 1)у]х + 1 — Зх.

255. Найти все значения а,
ствительных значений х, если

при которых f\x) > 0 для всех дей­

Дх) = х3 + Зх2 + ах.

256. Найти все значения а, при которых /Дх) < 0 для всех дей­
ствительных значений х, если

Дх) = ах3 - 6х2 - х.

257. Найти все значения а, при которых уравнение f\x) = 0 не 
имеет действительных корней, если:

2 1 11) Дх) = «х2 - 4; 2) Дх) = ах +
х2 х

3) Дх) = ах3 + Зх2 + 6х; 4) Дх) = х3 + 6х2 + ах.

258. Найти все значения а, при которых неравенство /Дх) < 0 не 
имеет действительных решений, если:
1) Дх) = ах7 + х3 - 1; 2) Дх) = х5 + ах3 + 3;
3) Дх) = (х + а) 4х; 4) Дх) = х + —.

х
259.] Определить, под каким углом пересекаются графики функ­

ций (углом между кривыми называется угол между каса­
тельными к кривым в точке их пересечения):
1) у = 2л/х и у = 2^/б - х; 2) у = ^2х + 1 и у = 1.

260. Написать уравнение касательной к графику функции в точ­
ке с абсциссой х0, если:
1) y = 2sin^, х0 = ^;

х + 3 о
3) У = х0 = 2;
5) у = ех‘2 \ х0= 1;

2) у = 2~х-2~2х, х0 = 2;

4) у = х + In х, х0 = е;

6) у = sin(n:x2), х0 = 1.

261/] Написать уравнение
у = Дх), параллельной оси Ох, если:

касательной к графику функции

1) Дх) = х2 - 4х; 2) Дх) = (х - 1)(х - 2);
3) Дх) = х4 + 32х - 3; 4) Дх) = х6 + 6х - 2.
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262 . Найти уравнения касательных к графику функции
1 з 5 г у = -х----ху 3 2

параллельных прямой у = 6х.

263.] Прямая касается гиперболы у =

Найти площадь треугольника, 
тельной и осями координат.

— в точке (1; 4).
х
ограниченного этой каса-

264 .] Прямая касается гиперболы у= —, где k > 0, в точке с абс- 
х

циссой х0. Доказать, что:
1) площадь треугольника, ограниченного этой касательной
и осями координат, не зависит от положения точки каса­
ния; найти эту площадь; z х
2) эта касательная проходит через точки х0; — и (2х0; 0). 

у хо)
265. Поршень сжимает воздух, находящийся в цилиндре, таким 

образом, что давление увеличивается со скоростью 800 Па/с, 
а его объём уменьшается со скоростью 2 • 10-5 м3/с. С какой 
скоростью изменяется температура воздуха Т в тот момент, 
когда давление равно 1,6 • 105 Па, объём равен 0,01 м3, 
а температура равна 400 °К? (Воздух в расчётах считать 
идеальным газом.)

266. Масса сахара тп, растворяющегося в воде за время от на­
чала растворения t0 до момента t, определяется функцией 
m = f(t). Найти: 1) массу сахара, растворяющегося за про­
межуток времени [tj f2]; 2) среднюю скорость растворения 
сахара за промежуток времени [tj i2]; 3) мгновенную ско­
рость растворения сахара в момент времени £.

Вопросы к главе II

1. Перечислить способы задания числовой последовательности.
2. Какая последовательность называется сходящейся?
3. Какая последовательность называется монотонной?
4. Привести пример функции, имеющей вертикальную (гори­

зонтальную) асимптоту.
5. Привести пример непрерывной функции и построить её гра­

фик.
6. Что называется мгновенной скоростью?
7. Что называется производной функции f(x) в точке х0?
8. В чём состоит физический смысл производной?
9. Сформулировать правила дифференцирования суммы, про­

изведения, частного.
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10. Чему равна производная функции у = хр (р € R); у = sinx; 
у = cosx; у = ех?

11. Что называется угловым коэффициентом прямой?
12. Записать уравнение прямой с угловым коэффициентом k, 

проходящей через точку (х0; у0).
13. В чём состоит геометрический смысл производной?
14. Что называется пределом последовательности?
15. Что называется пределом функции?
16. Какая функция называется непрерывной в точке а?
17. Как найти производную сложной функции? обратной функ­

ции?
18. Вывести формулу для нахождения производной функции 

y = tgx; у = ctgx.
19. Какую прямую называют касательной к графику функции 

в данной точке?
20. Что называется пределом слева (справа) функции f(x) в точ­

ке а?
21. Какую функцию называют бесконечно малой?
22. Сформулировать свойства предела функции.
23. Сформулировать свойства функций, непрерывных на от­

резке.
24. Чему равна производная функции у = arcsinх? у = arctgx?
25. Что называется дифференциалом функции в точке?
26. В чём состоит геометрический и физический смысл диффе­

ренциала?

Проверь себя!

1. Найти значение производной функции f(x) = 2х3 + Зх2 - х 
в точке х = -2.

2. Найти производную функции:

1) - + 4^х-ех; 2) (Зх - 5)3;
х „

х'*
3) 3sin2x-cos х; 4) —т---•

х+ 5
3. Найти угол между касательной к графику функции 

у = х4 - 2х3 + 3 в точке с абсциссой х0 = i и осью Ох.

4. Найти значения х, при которых значения производной 
функции

/(х) = ln(3x + 1)
положительны.
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5. Написать уравнение касательной к графику функции 
/(x) = sin2x в точке с абсциссой .

6

1. Найти предел последовательности {хп}, если 
_ 2п4 + п2 - 4

Зп4 - п3 + 2 ’

2. Выяснить, является ли непрерывной в точке х = 3 функция

2 при х = 3.
3. Найти значения х, при которых значения производной 

функции
f(x) = 2 \[х - 31п(х + 2)

равны 0.
4. Написать уравнение той касательной к графику функции 

I/ = — х3 — х2 + 5, которая параллельна прямой у = Зх - 2.

\ ' А I Историческая справка
Основными понятиями математического анализа яляются 

понятия функции, предела, производной и интеграла.
Термин «функция» впервые был употреблён в 1692 г. не­

мецким математиком Г. Лейбницем (1646—1716). Первое опре­
деление понятия функции, основанное на геометрических пред­
ставлениях, сформулировал в 1748 г. Л. Эйлер (1707—1783). 
Ему принадлежит и введение символа /(х). Эйлер фактически 
отождествлял функцию с её аналитической формулой, хотя уже 
современники Эйлера понимали, что функцию можно задавать 
не только аналитически.

В 1834 г. великий русский математик Н. И. Лобачевский 
(1792—1856) дал определение понятия функции на основе идеи 
соответствия элементов двух числовых множеств. В 1837 г. не­
мецкий математик П. Дирихле (1805—1859) сформулировал 
обобщённое определение понятия функции: «у является функци­
ей переменной х на отрезке а < х < &, если каждому значению х 
соответствует вполне определённое значение у, причём не имеет 
значения, каким образом установлено это соответствие — фор­
мулой, графиком, таблицей или словесным описанием».

После создания теории множеств во второй половине XIX в. 
определение понятия функции было дано на множественной ос­
нове. В XX в. в связи с развитием естественных наук происхо­
дило дальнейшее расширение понятия функции.

Понятие производной определяется через понятие предела, 
история появления которого уходит в глубокую древность. Ещё
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в IV в. до н. э. знаменитый древнегреческий математик Евдокс 
Книдский в неявном виде использовал предельные переходы 
для обоснования методов вычисления площадей криволинейных 
фигур. В явном виде предельные переходы встречаются в ра­
боте фламандского математика А. Такке (1612—1660) «Начала 
плоской и телесной геометрии», опубликованной в 1654 г. Пер­
вое определение предела дал английский математик Д. Валлис 
(1616—1703). Метод пределов получил своё развитие в работах 
знаменитого английского учёного И. Ньютона (1643—1727). Ему 
же принадлежит введение символа lim.

Существенный вклад в развитие основ дифференциального 
исчисления внесли французские учёные П. Ферма (1601 —1665) 
и Р. Декарт (1596—1650). В середине 60-х гг. XVII в. Ньютон 
пришёл к понятию производной, решая задачи механики, свя­
занные с нахождением мгновенной скорости. Результаты своей 
работы он в 1671 г. изложил в трактате «Метод флюкций и бес­
конечных рядов». Однако этот трактат был опубликован лишь 
в 1736 г., и поэтому первой работой по дифференциальному ис­
числению считается статья Лейбница, опубликованная в 1684 г., 
в которой рассматривается геометрическая задача о проведении 
касательной к кривой.

Приращение абсциссы — бесконечно малую разность х2 - 
- хг — Лейбниц обозначал dx (d — первая буква латинского 
слова differentia — разность), а приращение ординаты у2 - уг он 
обозначал dy. В середине XVIII в. Эйлер для обозначения при­
ращений стал пользоваться греческой буквой Д. Термин «про­
изводная» (по-французски derivee) впервые появился в 1800 г. 
в книге французского математика Л. Арбогаста (1759—1803) 
«Вычисление производных». Обозначение производной у' и f'(x) 
ввёл французский математик Ж. Лагранж (1736—1813).



Применение производной 
к исследованию 
функций

Рано или поздно всякая правильная 
математическая идея находит 

применение в том или ином деле.
А. Н. Крылов

Замечательный русский математик П. Л. Чебы­
шев (1821 — 1894) писал о том, что особенную важ­
ность имеют те методы науки, которые позволяют 
решать задачу, общую для всей практической дея­
тельности человека: как располагать своими сред­
ствами для достижения по возможности наиболь­
шей выгоды. С задачами такого типа имеют дело 
люди разных специальностей: технологи стремятся 
организовать производство так, чтобы из имею­
щегося сырья можно было изготовить наибольшее 
количество продукции с наименьшими затратами; 
логисты прокладывают транспортные маршруты по 
возможности наименьшей протяжённости; альпи­
нист выбирает снаряжение с наименьшим весом.

Природа тоже решает задачи «наибольшей вы­
годы»: любое животное, которому холодно, сворачи­
вается «калачиком» — принимает позу с наименьшей 
площадью соприкосновения с холодным воздухом; 
пчёлы строят ячейки для мёда такой формы, для 
которой нужно наименьшее количество воска.

В математическом анализе с помощью нахож­
дения производных разработаны методы решения 
задач на нахождение наибольших и наименьших зна­
чений функции — задач, которые имеют очень ши­
рокое распространение в природе, практике челове­
ческой деятельности, смежных научных знаниях. Эти 
задачи называют также задачами на оптимизацию.

В этой главе вы познакомитесь с методами ис­
следования функции с помощью производной, реши­
те ряд интересных задач на оптимизацию, сравните, 
каким методом быстрее и точнее находятся особые 
точки на графике функции (элементарным или с по­
мощью аппарата математического анализа).
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§ 1. Возрастание и убывание функции
С помощью производной можно находить промежутки моно­

тонности функции.
Напомним, что термин «промежуток» используется для обо­

значения таких числовых множеств, как отрезок [а; Ь], интервал 
(а; Ь), полуинтервалы [а; Ь) и (а; &]. Точки а и b называют гра­
ничными точками, а все остальные точки интервала (а; &) — 
внутренними точками промежутка.

Промежутками называют и числовые лучи, т. е. множества 
чисел вида х > а, а, х < а, х а, где а — некоторое число.

Напомним также, что функция f(x) называется возрастаю­
щей на некотором промежутке, если большему значению аргу­
мента соответствует большее значение функции, т. е. для любых 
точек х1 и х2 из этого промежутка, таких, что х2 > хг, выполня­
ется неравенство , „

Если для любых точек хт и х2 из данного промежутка, та­
ких, что х2 > х1? выполняется неравенство

f(x2) < ДхД, 
то функция Дх) называется убывающей на этом промежутке.

При доказательстве теорем о достаточных условиях возрас­
тания или убывания функции используется следующая теорема, 
которая называется теоремой Лагранжа.

Теорема 1

Пусть функция Дх) непрерывна на отрезке [а; Ь] и диф­
ференцируема на интервале (а; Ь). Тогда существует точка 
с € (а; &), такая, что

ДЬ)-Да) = Г(с)(Ь-а). (1)

Эта теорема доказывается в курсе высшей математики. По­
ясним геометрический смысл формулы (1). Проведём секущую I 
(рис. 56) через точки А(а; Да)) и В(Ъ‘, f(b)) графика функции
у = Дх). Угловой коэффициент k

Ъ-а '
Равенство (1) можно запи­

сать в виде
Лс) = Мо>.

Ъ- a v ’
Из равенств (2) и (3) следу­

ет, что угловой коэффициент f '(c) 
касательной к графику функции 
у = Дх) в точке С с абсциссой с 
равен угловому коэффициенту k 
секущей I.

секущей I равен

Рис. 56
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Таким образом, на интервале (а; Ь) найдётся такая точка с, 
что касательная к графику функции у = f(x) в точке С (с; Дс)) 
параллельна секущей I.

Теорема 2

Пусть функция Дх) непрерывна на отрезке [а; Ь] и диф­
ференцируема на интервале (а; Ь). Тогда если f'(x) > О 
для всех х € (а; Ь), то функция Дх) возрастает на от­
резке [а; &], а если f'(x) < 0, то она убывает на этом 
отрезке.

Докажем эту теорему (достаточные условия возрастания 
и убывания функции) с помощью теоремы 1.

О Пусть х1 и х2 — произвольные точки отрезка [а; &], такие, 
что хг < х2. Применяя к отрезку [хг; х2] формулу (1), получаем

Дх2) - ДхД = f(c)(x2 - Xi), сё(х1; х2). (4)
Так как х2 - х1 > 0, то из равенства (4) следует, что при 

f'(x) > 0 выполняется неравенство Дх2) > ДхД, а при f\x) <0 — 
неравенство Дх2) < ДхД. Это означает, что если f\x) > 0, то 
функция Дх) возрастает на отрезке [а; &], а если f\x) < 0, то 
она убывает на этом отрезке. •

Промежутки возрастания и убывания функции называют 
промежутками монотонности этой функции.

Задача 1. Найти промежутки возрастания и убывания 
функции Дх) = (х - 1)2(х - 4).
> Найдём производную данной функции:

Д(х) = 2(х - 1)(х - 4) + (х - I)2 = 3(х - 1)(х - 3), 
откуда следует, что Д(х) > 0 при х<1 и х>3. Следовательно, 
функция Дх) возрастает на промежутках х< 1 и х > 3.

На интервале 1 < х < 3 выполняется неравенство Д(х) < 0. 
По теореме 2 функция Дх) убывает на этом интервале и на от­
резке [1; 3].

График функции у = (х - 1)2(х - 4) 
изображён на рисунке 57. ◄

Задача 2. Доказать, что функ­
ция Дх) = 2х3 - Зх2 + 6х + 1 возрас­
тает на всей числовой прямой.

> Так как Д(х) = 6х2 - бх + 6 = 

= 6 0 при всех х 6 R,

то функция Дх) возрастает на всей 
числовой прямой. ◄
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Задача 3. Найти промежутки монотонности функции:
1) f(x) = х3 - ЗОх2 + 225х + 7;
2) Дх) = хе~х.

> 1) / (х) = Зх2 - 60х + 225 = 3(х - 5)(х - 15).
Если х<5 или х>15, то f'(x) > 0. По теореме 2 функция 

Дх) возрастает на промежутках х < 5 и х > 15.
На интервале 5 < х < 15 выполняется неравенство f (х) < 0, 

и поэтому функция Дх) убывает на отрезке 5<х< 15.
2) /'(х) = е~х - хе~х = (1 - х)е-х.
Если х<1, то Д(х) > 0, а если х>1, то Д(х) < 0. По теоре­

ме 2 функция Дх) возрастает на промежутке х < 1 и убывает на 
промежутке х > 1. ◄

ГЭ^1 Задача 4. Пусть функция Дх) непрерывна на отрезке [а; &], 
дифференцируема на интервале (а; Ъ) и для всех х € (а; Ь) спра­
ведливо равенство Д(х) = 0. Доказать, что Дх) = С, х Е [а; Ь], т. е. 
функция Дх) постоянна на отрезке [а; Ь].
> Пусть х0 — некоторая точка отрезка [а; Ь], х — произ­
вольная точка этого отрезка. По теореме Лагранжа 
Дх) - Дх0) = Д(с)(х - х0). Так как с Е (а; Ъ), то f'(c) = 0, и по­
этому Дх) = Дх0) = С. ◄ 1~УЧ

ЙЯ Задача 5. Доказать, что если 0 < х < 
равенства

tgx>x, smx> —х.п

то справедливы не-

> 1) Рассмотрим функцию ф(х) = tgx - х. Эта функция диффе­

ренцируема на интервале (0; —I, причём ф'(х) = —ъ 1» откуда 
\ 2 / cos х

следует, что <р'(х) > 0, так как 0<cos2x< 1 при хЕ Ц); ^1. Кроме 

того, функция ф(х) непрерывна при х = 0. По теореме 2 эта функ­

ция возрастает на промежутке 0; Так как ф(0) = 0, то при 

0<х<^ справедливо неравенство ф(х) > ф(0), т. е. tgx-x>0, 

откуда следует неравенство tgx>x.

2) Рассмотрим функцию Дх) = х#0; Д0) = 1.
х

Эта

функция дифференцируема на
п лво всех точках отрезка О; —

интервале (О; и непрерывна

включая точку х = 0, так как

lim Дх) = lim s^n Х = ДО). 
х->0 х->0 X
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Найдём f'(x). По правилу дифференцирования произведе­
ния /'(х) =—^-sinx + —cos х = cos х(х - tg х). Если х€|0;— |, 

х2 х хл \ 2)
то x-tgx<0 (из п. 1). Кроме того, cosx > 0 при х € (о; и 

х2 > 0. Следовательно, /'(х) < 0 и по теореме 2 функция Дх) 

убывает на интервале 0; — . Поэтому Дх) > / — при х€ 0; — I,

т. е. s^n х ZLj где /I —| = —, откуда следует неравенство 
х \2) \2/ п

sinx> — х. ◄ ИЯл

Упражнения
Найти промежутки возрастания и убывания функции 
(267—268).

267. 1) у = 5х2 - Зх - 1; 2) у = х2 - Юх + 11;
3) у = 2х3 + Зх2 - 4; 4) у = 2х3 + Зх2 - 36х + 40.

268. 1) у = х2 - Зх + 4; 2) у = 2х - х2;
3) у = х3 - Зх; 4) г/ = х4 — 2х2.

Найти промежутки монотонности функции (269—270).
269. 1) у = х5 - 5х4 + 5х3 - 4; 2) у = - + 1; 3) у = -Jx-З ;

X

4) у = 3^/х - 5 + 1; 5) у = х - sin2x; 6) у = 2х + cos3x.

270. 1) у = ; 2) у = (х - 1)3(2х + З)2;
х2 + 3

3) у = (х - 1 )е3х; 4) у = хе~3х.

271. На рисунке 58 изображён 
график функции f\x), явля­
ющейся производной функ­
ции у. Определить промежут­
ки возрастания и убывания 
функции у = f(x).

272. При каких значениях а функ­
ция возрастает на всей чис­
ловой прямой:
1) у = х3 - ах;

Рис. 58

2) у = ах - sinx?
273. Доказать, что функция у = ^6 + х — х2 возрастает на отрез­

ке и убывает на отрезке
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274?] Доказать, что если х > 0, то:

1) 1п(1 + х) < х; 2) 1п(1 + х)

§ 2. Экстремумы функции

IM 1. Необходимые условия экстремума
На рисунке 59 изображён график функции у = f(x). Как 

видно из рисунка, существует такая окрестность точки х1? что
наибольшее значение функция f(x) 
же свойством обладает точка х3. 
Точки хг и х3 называют точками 
максимума функции f(x).

Аналогично точку х2 назы­
вают точкой минимума функции 
f(x), так как значение функции 
в точке х2 меньше её значений 
в остальных точках некоторой 
окрестности точки х2.

принимает в точке х±. Тем

Определение 1
Точка х0 называется точкой максимума функции Дх), если 
для всех х # х0 из некоторой окрестности точки х0 выполня­
ется неравенство f(x) < /(х0).

Например, точка х0 = О является точкой максимума функ­
ции f(x) = 4 — х2. В этой точке функция принимает наибольшее 
значение, равное 4.

Определение 2
Точка х0 называется точкой минимума функции Дх), если 
для всех х х0 из некоторой окрестности точки х0 выпол­
няется неравенство Дх) > Дх0).

Например, точка х0 = 1 является точкой минимума функции 
Дх) = 2 + (х - I)2. В этой точке функция принимает наименьшее 
значение, равное 2.

Точки минимума и точки максимума называются точками 
экстремума.

Теорема 1 (теорема Ферма)
Пусть функция Дх) определена в некоторой окрестности 
точки х0 и дифференцируема в этой точке. Если х0 — точ­
ка экстремума функции Дх), то Д(х0) = О-

Строгое доказательство этой теоремы выходит за рам­
ки школьного курса математики. Теорема имеет наглядный
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геометрический смысл: в точке экстремума х0 касательная к гра­
фику функции параллельна оси абсцисс, и поэтому её угловой 
коэффициент /'(Xq) равен нулю (рис. 60).

Например, функция f(x) = 2х - х2 (рис. 61) имеет в точке 
х0 = 1 максимум, и её производная f'(x) = 2 - 2х, f'(l) = 0.

Функция f(x) = (х + I)2 — 4 (рис. 62) имеет минимум в точке 
х0 = -1, и f'(x) = 2(х + 1), /'(-1) = 0.

Условие f'(x) = 0 является необходимым условием экстре­
мума дифференцируемой функции f(x). Это означает, что если 
х = х0 — точка экстремума дифференцируемой функции, то 
Л(х0) = 0.

Поэтому точки экстремума дифференцируемой функции f(x) 
следует искать среди корней уравнений f'(x) = 0. Однако уравне­
ние /'(х) = 0 может иметь корни, которые не являются точками 
экстремума функции f(x).

Например, если f(x) = х3, то f\0) = 0, но точка х = 0 не яв­
ляется точкой экстремума функции, так как эта функция воз­
растает на всей числовой оси (рис. 63).

Точки, в которых производная функции обращается в нуль, 
называются стационарными точками этой функции.
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Задача 1. Найти стационарные точки функции: 
1) Дх) = 2х3 - Зх2 - 12х + 4; 2) Дх) = хех.

О 1) Так как f'(x) = 6х2 - 6х - 12 = 6(х2 - х - 2) = 6(х + 1)(х - 2), 
то уравнение /Дх) = 0 имеет корни х1 = -1, х2 = 2. Следователь­
но, —1 и 2 — стационарные точки данной функции.

2) В этом случае f'(x) = ех + хех = ех (х + 1). Поэтому х = -1 — 
стационарная точка функции Дх). ◄

Заметим, что функция может иметь экстремум и в точ­
ке, в которой она не имеет производной. Например, функция 
Дх) = |х| - 2 не имеет производной в точке х = 0, однако эта точ­
ка является для неё точкой минимума (рис. 64).

Внутренняя точка области 
определения непрерывной функции 
Дх), в которой эта функция не име­
ет производной или имеет произ­
водную, равную нулю, называется 
критической точкой функции Дх).

Таким образом, для того чтобы 
точка х0 была точкой экстремума 
непрерывной функции Дх), необхо­
димо, чтобы эта точка была крити­
ческой для данной функции.

М 2. Достаточные условия экстремума

Теорема 2

Пусть функция Дх) дифференцируема в некоторой окрест­
ности точки х0, кроме, быть может, самой точки х0, и не­
прерывна в точке х0. Тогда:
1) если /Дх) меняет знак с «-» на «+» при переходе через 
точку х0, т. е. в некотором интервале (а; х0) производная 
отрицательна и в некотором интервале (х0; &) положи­
тельна, то х0 — точка минимума функции Дх) (рис. 65);
2) если /Дх) меняет знак с « + » на «-» при переходе че­
рез точку х0, то х0 — точка максимума функции Дх) 
(рис. 66).
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1У1 О Пусть f\x) меняет знак с «-» на « + » при переходе через 
точку х0. Тогда f\x) < 0 при а < х < х0 и f'(x) > 0 при х0 < х < Ъ. 
По теореме 2 из § 1 функция Дх) убывает на промежутке (а; х0] 
и возрастает на промежутке [х0; &). Тогда Дх0) — наименьшее 
значение функции на интервале (а; Ъ), и поэтому х0 — точка 
минимума функции Дх).

Аналогично рассматривается случай максимума. • 1У1

Задача 2. Найти точки экстремума функции: 
1) Дх) = х3 - х; 2) Дх) = (х - 2)2(х + I)3.

|> 1) Найдём производную
f\x) = Зх2 — 1 = 3| х + || х —^ |.

V3 Д V3)

Приравнивая её к нулю, находим две стационарные точки: 
1 1 тт 1хг = и х2 = j=-. При переходе через точку хг = произ­

водная меняет знак с «+» на «-». Поэтому хх = — точка

максимума. При переходе через точку х2 = -4= производная ме- 
\ 3

1 няет знак с «-» на « + », поэтому х2 = —j= — точка минимума.
\ 3

2) Функция Дх) дифференцируема на R, поэтому все её 
точки экстремума содержатся среди стационарных точек, явля­
ющихся корнями уравнения f'(x) = 0, т. е. уравнения

2 (х - 2)(х + I)3 + 3(х + 1)2(х - 2)2 = О, 

откуда (х - 2)(х + 1)2(5х - 4) = 0.
4

Полученное уравнение имеет корни х1 = -1, х2 = — , х3 = 2.

При переходе через точку хг функция Д(х) сохраняет знак, и по­
этому (теорема 2 из § 1) хг не является точкой экстремума.

При переходе через точку х2 функция /'(х) меняет знак 
с « + » на « —», а при переходе через точку х3 меняет знак с « —» 
на «+». Поэтому х2 — точка максимума, а х3 — точка минимума 
функции Дх) (по теореме 2). ◄

х3Задача 3. Найти экстремумы функции f(x) =------ .
--------------- 1-х

|> Область определения данной функции х#1. Найдём произ­
водную:

f _ (х3)'(1 - х) - х3(1 - х)' _ Зх2(1 - х) - х3(-1) _ 
(1-х)2 (1-х)2

Зх2 - Зх3 + х3 _ Зх2 - 2х3 _ х2(3 - 2х) 
(1-х)2 (1-х)2 (1-х)2
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Найдём стационарные точки функции, решив уравнение 
х3(3 - 2х) л л 3—---------= 0, которое имеет корни хх = О, х2 = - .

(1 - х)2 2
При переходе через точку х = 0 ни одно из выражений: х2, 

3 — 2х, (1 — х)2 — не меняет знак, поэтому точка х = 0 не явля­
ется точкой экстремума.

При переходе через точку х = — выражения х2 и (1 - х)2 не 

меняют знак, выражение 3 - 2х, а с ним и f'(x) меняют знак с 
3 __ _с «+» на «—»; это означает, что х = — — точка максимума. ◄

ВЯ Задача 4. Найти точки экстремума функции

Дх) = 5х3 - х|х + 11.

> Если х<-1, то Дх) = Д(х) = 5х3 + х2 + х, а если х>-1, то

Дх) = /2(х) = 5х3 - х2 - х. Тогда /х(х) = 15х2 + 2х + 1 > О при всех х, 
а уравнение f2 = 15х2 - 2х - 1 = 0 имеет корни хг = , х2 = ^ .

11 5 3
При этом f2(x) > 0 при X < И X > - , f2(x) < 0 при хх < X < х2. Э о

Функция Дх) не имеет производной в точке х0 = —1, 
и f'(х) = 0 при х = хх и х = х2. Следовательно, х0 = —1, хх, х2 — 
критические точки функции Дх). 1

Так как Г(х) > 0 при х < -1 и при -1 < х < -- , то х0 не яв­
ляется точкой экстремума. Производная меняет знак с « + » на
«-» при переходе через точку хх и с « —» на « + » при перехо-

де через точку х2.
1а х9 = - — точка2 3

„ 1Следовательно, х, = —-5
минимума функции. -4

— точка максимума,

Упражнения

275. Найти стационарные точки функции:

1) у = х2 - 6х + 5; 2) у = х2 - 14х + 15;
х , 8 .. х , 123) У=о+-; 4) г/ = - + —;2 х 3 х

5) у = 2х3 - 15х2 + 36х; 6) у = е2х - 2ех;

7) у = sinx - cosx; 8) у = cos2x + 2cosx.

276. Найти критические точки функции:

1) У = Iх! 2; 2) у = х3 - |х - 1|;
1 + х

3) у = 2х2 - |х2 - 11; 4) у = Зх + | Зх - х21.
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Найти точки экстремума функции (277—278)
277. 1) у = 2х2 - 20х + 1;

з) у = | + -; 5 х
5) у = х3 - 4=х2;
7) у = х + sin х;

2) у = Зх2 + 36х - 1;
4 , х

4) У = ~ + ^ X 16
6) у = х4 - 8х2 + 5;
8) у = 6sin х - cos 2х.

278.1) у = х + у/З - х;
3) у = х - sin 2х;
5) z/ = (х- I)4;
7) у = (х + 2)2(х - З)3;

2) г/ = (х-1)7;
4) у = cos Зх - 4х;
6) у = 1 - (х + I)6;
8) у = (х - 5)ех.

279. На рисунке 67 дан график функции, являющейся произ­
водной функции Дх). Определить промежутки возрастания 
и убывания функции, её точки экстремума.

280. Найти экстремумы функции:

§ 3. Наибольшее и наименьшее значения 
функции

Если функция Дх) непрерывна на отрезке [а; &], то суще­
ствует точка этого отрезка, в которой функция Дх) принимает 
наибольшее значение, и точка, в которой эта функция принима­
ет наименьшее значение.

Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения непрерыв­
ной на отрезке [а; Ь] функции Дх), имеющей на интервале 
(а; Ъ) несколько критических точек, достаточно вычислить 
значения функции Дх) во всех этих точках, а также зна­
чения Да) и Д&) и из всех полученных чисел выбрать наи­
большее и наименьшее.
В прикладных задачах при нахождении наибольшего (наи­

меньшего) значения функции Дх) на отрезке [а; &] или на интер­
вале (а; Ь) часто встречается случай, когда функция Дх) диффе­
ренцируема на интервале (а; Ь) и непрерывна на отрезке [а; &], 
а уравнение f'(x) = 0 имеет единственный корень х0 G (а; Ь),
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такой, что на одном из интервалов (а; х0), (х0; Ь) выполняется 
неравенство f'(x) >0, а на другом — неравенство f'(x) < 0. В этом 
случае число f(x0) является наибольшим или наименьшим зна­
чением функции f(x) на отрезке [а; &] или на интервале (а; Ь).

Замечание. Пусть g(x) 0 на некотором промежутке, 
f(x) = (g(x)Y\ где ntN, п > 2. Тогда, если одна из функций /(х) 
и g(x) принимает в точке х0 из этого промежутка наибольшее 
(наименьшее) значение, то и другая функция принимает в точ­
ке х0 наибольшее (наименьшее) значение.

Задача 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-
Q 3ции /(х) = х Ч— на отрезке х

2 .|_2 J

> Г(|) = 6|,Л2) = 91; Г(х) = 3^-А 

хг = 1, х2 = -1.

Зх о Зх4 -3 = 0, откуда 
х2.

Отрезку —; 2 принадлежит одна стационарная точка хт = 1,
/(1) = 4. Из чисел 6—, 9— и 4 наибольшее — число 9^, наимень- 

8 2 2
шее — число 4, т. е. наибольшее значение функции равно 9—, 2
а наименьшее равно 4. ◄

Задача 2. Найти наибольшее значение функции g(x) = 
= Ху]б — х2 на интервале 0<х< >/б.

> Так как g(x) > 0 для всех х € (О; д/б), то точка х0 являет­
ся точкой наибольшего значения функции g(x) тогда и только 
тогда, когда эта точка является точкой наибольшего значения 
функции f(x) = (g(x))4 = х4(6 - х2) = 6х4 - х6.

Найдём производную f'(x) = 24х8 - 6х5 = 6х3(2 + х)(2 - х). На 
интервале 0 < х < 2 функция /(х) возрастает, так как на этом 
интервале f'(x) > 0. На интервале 2 < х < л/б функция f(x) убы­
вает, так как на этом интервале f'(x) < 0. Следовательно, точка 
х = 2 является точкой максимума функции f(x) и в этой точке 
функция f(x) принимает наибольшее из её значений на интер­
вале 0 < х < л/б. Ч

Функция g(x) также принимает наибольшее значение 
на интервале 0 < х < л/б в точке х = 2, и это значение равно 
g(2) = 2^6-4 =2^2.

Задача 3. Найти наибольшее и наименьшее значения функ­
ции /(х) на множестве Е, если:

1) /(х) = 2х3 - Зх2 - 36х - 8, Е = [-3; 6];
2) /(х) = (х - 2)2(х + I)3, Е = [0; 3].

> Пусть М — наибольшее, ат — наименьшее значение функ- 
ции /(х) на множестве Е.
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1) Так как f\x) = 6х2 - 6х - 36 = 6(х + 2)(х — 3), то функция 
f(x) имеет две стационарные точки хг = —2, х2 = 3, каждая из ко­
торых принадлежит отрезку [-3; 6]. Вычислим значения функ­
ции f(x) в точках х} и в концах отрезка [-3; 6]:

Д-З) = 19, Д-2) = 36, ДЗ) = -89, Д6) = 100.
Следовательно, М = 100, т = -89.
2) Функция Дх) имеет три стационарные точки хг = — 1, 
4

х2 = — , х3 = 2 (§2, задача 2), из которых множеству Е принадле-
5 /4\ 8748

жат только точки х2 и х3. Так как ДО) = 4, /1 — 1 = 3125 > Д2) = 0, 
ДЗ) = 64, то М = 64, т = 0. ◄

Задача 4. Из всех прямоугольни­
ков, вписанных в окружность радиу­
са R, найти прямоугольник наиболь­
шей площади.
[> Найти прямоугольник — это значит 
найти его размеры, т. е. длины его сто­
рон. Пусть прямоугольник ABCD впи­
сан в окружность радиуса R (рис. 68). 
Обозначим АВ = х. Из треугольника 
АВС по теореме Пифагора находим 
ВС = ^4В2 - х2.

Площадь прямоугольника равна 
В(х) = х-^47?2 - х2 (1)

где 0 < х < 2R. Задача свелась к нахождению такого значения х, 
при котором функция В(х) принимает наибольшее значение на 
интервале 0 < х < 2R.

Так как S(x) > 0 на интервале 0 < х < 2R, то функции S(x) 
и Дх) = (В(х))2 принимают наибольшее значение на этом интер­
вале в одной и той же точке.

Таким образом, задача свелась к нахождению такого значе­
ния х, при котором функция Дх) = х2(47?2 - х2) = 47?2х2 - х4 при­
нимает наибольшее значение на интервале 0 < х < 2R.

Имеем , о о I— г-
f (х) = 8R2x - 4х3 = 4х(2?у2 + х)(Ву2 - х).

На интервале 0 < х < 2R есть только одна стационарная точ­
ка х = Вл/2 — точка максимума. Следовательно, наибольшее 
значение функция /(х) (а значит, и функция S(x)) принимает 
при х = R^2 .

Итак, одна сторона искомого прямоугольника равна 2?л/2, 
другая равна ^4В2 - (йд/2) =Ry[2, т. е. искомый прямоуголь­

ник — квадрат со стороной R\[2 , его площадь равна 2R2. ◄

Задача 5. Найти высоту конуса, имеющего наибольший 
объём среди всех конусов, вписанных в сферу радиуса R.
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> В сечении сферы плоскостью, про­
ходящей через ось конуса, образуется 
окружность радиуса Я, а в сечении ко­
нуса той же плоскостью — равнобед­
ренный треугольник АВС (АВ = ВС), 
вписанный в эту окружность с цен­
тром О (рис. 69).

Пусть D — центр основания кону­
са, х — его высота, г — радиус основа­
ния. Тогда BD = х, AD = г. Продолжим 
BD до пересечения с окружностью 
в точке Е. Так как угол ВАЕ пря­
мой, то по свойству перпендикуля­
ра, опущенного из вершины прямо­
го угла треугольника АВЕ на гипотенузу, AD2 = ED • DB, где 
ED = BE - BD = 2R - х. Следовательно, г2 = (2R - х)х.

Пусть V — объём конуса, тогда V(x) = ±лг2х = ±п(2Вх2 - х3),
откуда

V'(x) = -n(4Rx - Зх2) = -лх(4В - Зх). 
3 3

Так как 0 < х < 2R, а на интервале (0; 2R) уравнение

W(x) = 0 имеет единственный корень х =---- , причём W(x) > 0
4R 4R 3

при 0 < х < —- и V'(x) < 0 при —- < х < 2R, то значение функции О о 
4RV(x) при х = —- является наибольшим значением этой функции.О

47? . _Ответ. ---- . ◄ ЗИ
3

ЙЛ Задача 6. На координатной плоскости Оху дана точка 
М(2; 4). Рассматриваются треугольники, у которых две верши­
ны, симметричные относительно оси Оу, лежат на параболе 
у = Зх2, -1 < х < 1, а точка М является серединой одной из сто­
рон каждого треугольника. Среди этих треугольников выбран 
тот, который имеет наибольшую площадь. Найти эту площадь.
> Пусть 0<х<1, А(-х; Зх2), В(х; Зх2) — вершины одного из 
рассматриваемых треугольников (рис. 70).

Третья вершина С определяется неоднозначно, так как точ­
ка М может быть либо серединой стороны ВС, либо серединой 
стороны АС (на рисунке это точки Сг и С2).

Площади треугольников АСгВ и АС2В равны, так как у них 
общее основание АВ и равные высоты hx и h2, где h1 = h2 = h, 
причём h равняется удвоенной разности ординат точек М и А, 
т. е. h = 2(4 - Зх2).

Пусть S = S(x) — площадь треугольника АВС, тогда 
S(x) = ±АВ • h = xh = 8х - 6х3. Так как уравнение S'(x) = 0, т. е.
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уравнение 8 - 18х2 = 0, имеет
на отрезке [0; 1] единственный
корень х0 = причём S'(x) > 0

2
при 0 < х < — и 8'(х) < О
2<х<1 то значение

S(x0) = S(|) = 3|

при

является наибольшим значе­
нием функции S(x) на отрезке 
[0; 1]. 5

Ответ. 3—. ◄

Задача 7. Найти наибольшее и наименьшее значения 
функции

Дх) = 5х3 - х| х + 11
на отрезке [-2; 0].
|> Данная функция непрерывна на отрезке [—2; 0] и дифферен­
цируема во всех точках интервала (-2; 0), кроме точки х0 = -1. 
В § 2 (задача 4) было установлено, что функция Дх) имеет на

интервале (-2; 0) единственную точку экстремума хх = — 15 ко­

торая является точкой максимума этой функции. Находим зна­
чения функции в точке хх и в концах отрезка [-2; 0]. Получаем 

(1 \ Q
— =—, ДО) = 0. Наибольшее из этих чисел — 

5/ 25
число — а наименьшее — число -38. ◄ ЮД

25
Упражнения
Найти наибольшее и наименьшее значения функции (281— 
283).

281. 1) Дх) = х3 - 6х2 + 9 на отрезке [-1; 2];
2) Дх) = х4 - 8х2 + 3 на отрезке [-1; 2];
3) Дх) = 2х3 + Зх2 - 36х на отрезке [-2; 1];
4) Дх) = х3 + 9х2 + 15х на отрезке [-3; -2].

282. 1) Дх) = х2 - — на отрезке [1; 2];X
2) Дх) = х - Vx на отрезке [0; 4].

283. 1) Дх) = 2sin х + cos 2х на отрезке [0; 2л];
2) Дх) = 2cos х - cos 2х на отрезке [0; л].

284. Найти наибольшее значение функции:
1) х5 - 5х4 + 5х3 + 1 на отрезке [-1; 2];
2) 1 - х4 - х6 на интервале (-3; 3);

2 2 „ г,3) х на промежутке х < 0;х
4) — + — на промежутке х < 0.

4 х
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285. Найти наименьшее значение функции:
1) х2 + при х > 0; 2) х + — при х > 0. 

х2 *
286. Число 50 записать в виде суммы двух чисел, сумма кубов 

которых наименьшая.
287. Записать число 625 в виде произведения двух положитель­

ных чисел так, чтобы сумма их квадратов была наименьшей.
288. Из всех прямоугольников с периметром р найти прямо­

угольник наибольшей площади.
289. Из всех прямоугольников, площадь которых равна 9 см2, 

найти прямоугольник с наименьшим периметром.

Найти наибольшее и наименьшее значения функции (290—
291).

290. 1) f(x) = х - 21п х на отрезке 2
2) f(x) = х + е х на отрезке [-1; 2].

291. 1) /(х) = sin х + cos х на отрезке

2) /(х) = sin х + cos х на отрезке

292. Найти наибольшее
1) - ху[х
2) Зх~2ху[х

значение функции:
на промежутке х > 0; 

на промежутке х > 0;
3) In х - х на промежутке х > 0;
4) 2х - е2х на интервале (-1; 1).

293. Найти наименьшее значение функции:
1) е3х - Зх на интервале (-1; 1);
2) — + In х на интервале (0; 2).

х
294. Найти наибольшее значение функции:

1) д/х2(1 - х) на интервале (0; 1);

2) д/х(2 - х) на интервале (0; 2).

295. Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 
„4,4

1) Дх) = —----- на отрезке [-1; 1];
х2 + 1

2) Дх) = |х2 + 2х - з| + ^1пх на отрезке 2 .
|_2 J

296. Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 
fl - х при х < 1,

1) f(x) = < I------  на отрезке [-1; 2];
л/х - 1 при х > 1

\ -2х2 - 12х -17 при х <-2, , е2) f(x) = ( _ на отрезке [-5; -1].
f(x + I)3 при х > - 2
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297. Найти наибольшую площадь прямоугольника, одна из вер­
шин которого лежит на оси Ох, вторая — на положитель­
ной полуоси Оу, третья — в точке (0; 0), а четвёртая — 
на параболе у = 3 - х2.

298. Из всех прямоугольников с периметром р найти прямо­
угольник с наименьшей диагональю.

299. Из всех прямоугольных параллелепипедов, вписанных 
в сферу радиуса R и имеющих в основании квадрат, найти 
параллелепипед наибольшего объёма.

300. Найти угловой коэффициент прямой, проходящей через 
точку А(1; 2) и отсекающей от первого координатного угла 
треугольник наименьшей площади.

301. На координатной плоскости даны точки В(3; 1) и С(5; 1). 
Рассматриваются трапеции, для которых отрезок ВС яв­
ляется одним из оснований, а вершины другого основания 
лежат на дуге параболы у = (х - I)2, выделяемой условием 
0 < х < 2.
Среди этих трапеций выбрана та, которая имеет наиболь­
шую площадь. Найти эту площадь.

|302. Рассматриваются всевозможные параболы, касающиеся оси
Ох и прямой у = — - 3 и такие, что их ветви направлены
вниз. Найти уравнение той параболы, для которой сумма 
расстояний от начала координат до точек пересечения па­
раболы с осями координат является наименьшей.

§ 4. Производная второго порядка, 
выпуклость и точки перегиба

Ш 1. Производная второго порядка
Пусть функция f(x) дифференцируема на интервале (а; &). 

Производную этой функции f'(x) называют первой производной 
или производной первого порядка функции /(х).

Если функция /'(х) дифференцируема на интервале (а; Ъ), то 
её производную называют второй производной или производной 
второго порядка функции Дх) и обозначают /"(х), т. е.

Г(х) = (Л(х))'.
Задача 1. Найти /"(х), если:
1) /(х) = х4 - Зх2 + х + 5; 2) /(х) = sin Зх;
3) /(х) = ех ; 4) /(х) = 1п(х2 + 4).

> 1) f(x) = 4x3-6x +1, Г(х) = 12х2 - 6;
2) f\x) = 3cos Зх, f"(х) = -9sin Зх;
3) /'(х) = 2хех\ f"(x) = 2ех2 + 4х2е*2;

= 2х Г( . = 2(х2 + 4-х-2х) = 2(4-х2)
)Г(Х) х2 + 4’М) (х2 + 4)2 (х2 + 4)2
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a) в)
Рис. 71

Выясним физический смысл второй производной. Пусть 
закон движения задаётся формулой у = s(t), где S(t) — коорди­
ната движущейся точки в момент времени t. Тогда мгновенная 
скорость движения v(t) = s'(t) характеризует быстроту изменения 
s(i), а быстроту (скорость) изменения самой скорости определяет 
ускорение a(t) = v\t), т. е. я(£) = s"(t).

М 2. Выпуклость функции
На рисунке 71 (я—в) изображены графики функций, име­

ющих на интервале (а; &) первую и вторую производные. Вы­
ясним, в чём состоит различие в поведении этих функций и ка­
кими общими свойствами они обладают.

На рисунке 71, б изображён график убывающей функции, 
а на рисунке 71, a — график возрастающей функции; функция, 
график которой представлен на рисунке 71, в, не является моно­
тонной.

Однако все кривые, изображённые на рисунке 71, обладают 
общим свойством: с возрастанием х от а до Ъ угловой коэффи­
циент касательной каждой из этих кривых уменьшается, т. е. 
производная каждой из соответствующих функций — убываю­
щая функция на интервале (я; &), откуда следует, что f"(x) < 0.

Из рисунка видно, что для любой точки х0 € (я; &) график 
функции у = /(х) лежит ниже касательной к этому графику 
в точке (х0; /(х0)) при всех х G (я; 6) и х х0. Поэтому функции, 
графики которых представлены на этом рисунке, называют вы­
пуклыми вверх.

Определение
Функция у = f(x), дифференцируемая на интервале (я; &), 
называется выпуклой вверх (см. рис. 71) на этом интерва­
ле, если функция f'(x) убывает на интервале (я; Ъ), и вы­
пуклой вниз (рис. 72), если функция /'(х) возрастает на 
интервале (я; &).

122 Глава III
Применение производной к исследованию функций



Отметим, что если функция у = Дх) выпукла вверх на ин­
тервале (а; Ь), а М± и М2 — точки графика этой функции с абс­
циссами хг и х2, где а < х1 < х2 < b (рис. 73), то на интервале 
(хг; х2) этот график лежит выше прямой, проведённой через 
точки и М2.

Интервалы, на которых функция выпукла вверх или вниз, 
называют интервалами выпуклости этой функции.

С помощью второй производной f"(x) можно находить ин­
тервалы выпуклости функции Дх).

Пусть функция Дх) имеет на интервале (я; Ь) вторую произ­
водную. Тогда если f”(x) < 0 для всех х е (а; Ь), то f'(x) — 
убывающая функция (§ 1, теорема 2), и поэтому функция Дх) 
выпукла вверх на интервале (а; Ь). Если f"(x) > 0 при всех 
х € (а; Ь), то функция f'(x) возрастает на интервале (я; &), и по­
этому функция Дх) выпукла вниз на интервале (я; Ь).

Задача 2. Найти интервалы выпуклости вверх и выпукло­
сти вниз функции Дх), если:

1) Дх) = х3; 2) f(x) = sinx, -л < х < л; 3) f(x) = tgx, -^ < х

> 1) /"(х) = 6х. Если х < 0, то Д'(х) < О, 
выпукла вверх; если х > 0, то Д'(х) > О, 
выпукла вниз (рис. 74).

и поэтому функция Дх) 
и поэтому функция Дх)
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2) f"(x) = -sinx. На интервале (-тс; 0) справедливо неравен­
ство f"(x) > 0, и поэтому функция выпукла вниз (рис. 75), а на 
интервале (0; л) она выпукла вверх.

3) f\x) = , f"(x) = (-2)-Д-(-sin х) = . Если
COS X COS X COS X

xG -—;0, то sinx < 0, cosx>0, f "(x) < 0, и поэтому функция 
\ 2 /

/(x) = tgx выпукла вверх на интервале ; 0 . На интервале 
(л) \ 2 /
0; — I эта функция выпукла вниз (рис. 76). ◄

Задача 3. Доказать, что если 0 л
2 ’

то sin х > —
л

9
> Прямая у = —х проходит через точки (0; 0) и . Функ­

ция z/ = sinx выпукла вверх (задача 2) на интервале и

поэтому её график на этом интервале лежит выше прямой

у = —х (см. рис. 75), т. е. неравенство справедливо. Заметим, что 
л

это же неравенство в задаче 5 из § 1 доказано иначе. ◄

М 3. Точки перегиба
Для функций Дх) = х3; Дх) = sinx при -л < х < л; /(x) = tgx

при рассмотренных в задаче 2, точка х = 0 являет­
ся одновременно концом интервала выпуклости вверх и концом 
интервала выпуклости вниз.

Определение
Пусть функция Дх) дифференцируема на интервале (а; Ь), 
х0 € (а; Ь) и пусть эта функция выпукла вверх на одном 
из интервалов (а; х0), (х0; Ь) и выпукла вниз на другом
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интервале. Тогда точка х0 называется точкой перегиба 
этой функции, а точка (х0; Дх0)) — точкой перегиба гра­
фика функции у = f(x).

Иначе говоря, в точке перегиба дифференцируемая функция 
меняет направление выпуклости.

Пусть функция Дх) имеет вторую производную на интерва­
ле (а; Ь) и х0 G (а; Ъ). Тогда если /Дх) меняет знак при переходе 
через точку х0, то х0 — точка перегиба функции Дх).

Задача 4. Найти точки перегиба функции:
1) Дх) = хех; 2) Дх) = х4 - 6х2 + 7.

[> 1) f'(x) = ех + хех = еД1 + х), /Дх) = еД1 + х) + ех = ех (х + 2).
Так как f"(x) < 0 при х < -2 и /Дх) > 0 при х > —2, то 

х = -2 — точка перегиба функции хех. Других точек перегиба 
у этой функции нет.

2) /'(х) = 4х3 - 12х, /Дх) = 12х2 -12 = 12 (х2 - 1).
Функция /Дх) меняет знак при переходе через точки хх = -1 

и х2 = 1, которые являются точками перегиба функции Дх). ◄
Отметим, что график дифференцируемой функции Дх) при 

переходе через точку перегиба этого графика М0(х0; Дх0)) пере­
ходит с одной стороны касательной к этому графику в точке Мо 
на другую сторону.

Задача 5. Найти точки перегиба функции:

1)
2

1 + х2

Г'Ы . f"M _ (-4)(l + ^-MlW) _ 4(ЗхЦ1)
(1 + х2)2 (1 + х2)4 (1 + х2)3

Так как Зх2 - 1 > 0 при х —1= и х > ~j= , а Зх2 - 1 < 0 при Дз Дз н
1 1 1--- =■ < X < , то точки х = —= и

Дз Дз Дз
(рис. 77).

2 ) Найдём первую произ­
водную:

/'(*) =------ =
(х-1)2 (х-3)2

Цх-1)2 (x-3)2J

Из этой формулы видно, что 
/'(х) < 0 при х^1 и х^З. Следо­
вательно, функция убывает на про­
межутках х < 1, 1 < х < 3, х > 3.
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Найдём вторую производную: 
ч 2 , 2/ («) =-------- тг +--------

(х-1)3 (х-З)3
Решим неравенство f"(x) > 0, т. е. неравенство

1 > 1 
(х-1)3 (х-З)3'

Извлекая корень кубический, получаем равносильное нера- 
1^1 2(х —2) п

х-1 х-З у (х-1)(х-3)
Полученное неравенство верно при 1<х<2, х > 3, а нера­

венство /"(х) < 0 справедливо при х < 1, 2 < х < 3. Следовательно, 
данная функция выпукла вверх на промежутках х < 1, 2<х<3 
и выпукла вниз на промежутках 1<х<2, х > 3.

Так как в точках х = 1 и х = 3 функция не определена, то 
х = 2 — единственная точка перегиба. ◄ 1~а^1

Упражнения
303. Найти вторую производную функции:

1) Дх) = sin2x; 2) /(x) = x3sinx;
3) f(x) = х4 + Зх2 - х + 1; 4) f(x) = х4 - Зх3 + 5х + 6;
5) f(x) = esinx; 6) f(x) = ln(x2 + 1).

304. Найти интервалы выпуклости вверх и интервалы выпукло­
сти вниз функции:
1) Дх) = х5 - 10х2 + 3x4-1; 2) Дх) = х4 - 6х2 + Зх + 4.

305. Найти точки перегиба функции:
1) Дх) = cosx, -л < х < л;
2) Дх) = х5 - 80х2;
3) Дх) = х3 - 2х2 + х;
4) f(x) = sin х - — sin2x, -л < х < л.

306. Найти интервалы выпуклости вверх и интервалы выпукло­
сти вниз функции:
1) Дх) = (х2 - Зх + 2)ех; 2) Дх) = х3 - 6х 1пх.

307. Найти точки перегиба функции:
1) Дх) = 12х3 - 24х2 + х + 5; 2) Дх) = х4 - 12х3 + 48х2 + 3;
3) Дх) = х3е-4х; 4) Дх) = х21пх.

§ 5. Построение графиков функций
■М ГУ1 1. Асимптоты

В главе II (§ 2) было введено понятие асимптоты (вертикаль­
ной и горизонтальной). Рассмотрим понятие наклонной асимптоты.

Назовём прямую у = kx + Ъ асимптотой (невертикальной 
асимптотой) графика функции у = Дх) при х^+°°, если раз­
ность ординат графиков функции Дх) и прямой стремится 
к нулю при х —* -Foo, т. е.
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lim (Дх) - (kx + &)) = 0.
X—>+oo

(1)

Если k 0, to 
то асимптоту у = b

асимптоту называют наклонной, а если k = 0, 
называют горизонтальной.

Те о р е м а

Для того чтобы прямая у = kx + b была асимптотой графи­
ка функции у = f(x) при х —> +оо, необходимо и достаточ-
но, чтобы существовали конечные пределы 

lim ^^- = k, (2)
X—>+оо X

lim (f(x)-kx) = b. |у| (3)
х—>+со

ВЯ О 1) Пусть прямая у = kx + Ъ — асимптота графика функ­
ции у = f(x) при х +оо. Тогда выполняется условие (1) или 
равносильное ему условие

f(x) = kx + b + ct(x), a(x) —>■ 0 при x +°o. (4)
Разделив обе части равенства (4) на х, получим

f(x) = k b_ а(х) 
X X X '

откуда следует, что существует предел (2). Из равенства (4) по­
лучаем

Дх) - kx = b + a(x), а(х) 0 при х —* +°о, 
откуда следует, что существует предел (3).

2) Пусть существуют пределы (2) и (3), тогда 
Дх) - (kx + b) = ос(х),

где а(х) —* 0 при х —*+°°, т. е. выполняется условие (4) и равно­
сильное ему условие (1).

Это означает, что прямая у = kx + b — асимптота графика 
функции у = Дх). • йй

Аналогично вводится понятие асимптоты при х —* — 
В этом случае должно выполняться условие

lim (Дх) - (kx + &)) = 0. (5)

Задача 1. Найти асимптоту графика функции у = Дх) при 
х +°° и х —» -°°, если:

1) f(x) = ^^; 2) Дх) = 4^-;

3) f(x) = ^—; 4) Дх) = д/х2 - 2х - 3.
(х +1)2

> 1) Так как Дх) = -—+ = -2 4  —, где —-— —>■ 0 при 
х +1 х +1 х +1

х —* °°, то прямая у = -2 — горизонтальная асимптота графика 
3 — 2хфункции у =-------- при X —► +°° и X —' -ОО.
X + 1
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3 з ।
2) Из равенства —z = j------ = х~ —----- , где —9 =

х2 + 1 х2 + 1 х2 + 1 х2 + 1

= —0 при х оо, следует, что прямая у = х — асимптота
1 + 4

Х Xs
графика функции у = —5----  при х —*■ +°° и х —>

х2 + 1
3) Для нахождения уравнения асимптоты вычислим пре­

делы (2) и (3):

lim = ---- - —- = lim  -—? = 1» т. е. k = l. Далее,
х->со х х(х +1) X->CO|1 + JL|

X J

г х3 - х(х + I)2 г -2х2 - х
) (х + 1)2 (X + I)2

lim (Дх) - х) = lim ———- - х 
Х->СО x->col (х + 1)2

= lim --------^- = -2, т. е. & = -2.
X—>00 ( 1г

1 + -
I х J

Таким образом, прямая у = х - 2 — асимптота графика 
х3функции у = ------при X —> +ОО и X -ОО.

Заметим, что уравнение этой же асимптоты можно полу­
чить, разделив х3 на (х + I)2 по правилам деления многочленов. 
При этом можно воспользоваться равенством

х3 = (х + 1 - I)3 = (х + I)3 - 3(х + I)2 + 3(х + 1) - 1.
Тогда получим

*3 9 = х + 1 - 3 + Зх + 2 = х - 2 + Зх + 2 (6)
(х + 1)2 (х + 1)2 (х + 1)2

откуда следует, что прямая у = х - 2 — асимптота графика функ­
ции у = Дх) при х —► +°° и х —► -оо.

4) Найдём асимптоту графика этой функции при х —>■ +°°. 
Пусть х > 0, тогда д/х2 = х, и поэтому

Дх) = /х2 2х 3 = х при х +оо

х \ х% N х х2
т. е. k = 1 (условие (2)).

Далее, Дх)- х = Jx2 - 2х - 3 - х = ^~3х-3-х2 = 

д/х2 - 2х - 3 + х
2+3

= — 2х +3_-----= — х----- j при +оо, т. е. Ъ = -1.
ух2-2х-3 + х /1 _   —- + 1

V х х2
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Следовательно, прямая у = х - 1 — асимптота графика функ­
ции у = у/х2 - 2х - 3 при х —>■ +°°.

Аналогично можно показать, что прямая у = 1 — х — асим­
птота графика этой функции при х ◄ 1У1

■i 2. Графики функций
Задача 2. Построить график функции 

у = Xs - 2х2 + х.
> 1) Область определения функции R.

2) График функции имеет с осью Ох две общие точки: 
(0; 0) и (1; 0). ,

3) Так как у' = Зх2 - 4х + 1 = 31х - — (х - 1), то уравнение
' П 1 ! У

у = 0 имеет корни xt = - , х2 = 1.
Производная положительна на промежутках х < - и х> 1, 

следовательно, на этих промежутках функция возрастает.
Т-Г 1При - < х < 1 производная отрицательна, следовательно,

1
на этом интервале функция убывает. Точка хх = — является 

точкой максимума, так как слева от этой точки функция воз­
растает, а справа убывает. Значение функции в этой точке равно

= [Г|3 _ 2(^2 + ± = —.
\з/ \3) \3/ з 27

Точка х2 = 1 является точкой минимума, так как слева от 
этой точки функция убывает, а справа возрастает; её значение 
в точке минимума равно /(1) = 0.

Результаты представим в таблице.

X
1

X < з
1
3

1 <х<1
3 1 х > 1

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) / 4
27 0 7

Символ «/» означает, что 
функция возрастает, а символ «\» 
означает, что функция убывает.

Для более точного построения 
графика найдём значения функ- 

Д 1\ 9ции еще в двух точках /I—1 = —, 
/(2) = 2. V 21 8

Используя результаты иссле­
дования, строим график функции 
у = х3 - 2х2 + х (рис. 78). Ч
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При построении графика функции у = /(х) можно придер­
живаться следующего плана:
1) найти область определения функции; выяснить, является 
ли функция чётной (нечётной), периодической;
2) найти точки пересечения графика с осями координат 
и промежутки, на которых /(х) > 0 и f(x) < 0;
3) найти асимптоты графика функции;
4) вычислить /'(х), найти промежутки возрастания (убыва­
ния) функции и её экстремумы;
5) вычислить /"(х), определить направления выпуклости и 
найти точки перегиба;
6) изобразить график функции.
Задача 3. Построить график функции у = х3 - 4х2 + 4х.

О 1) Область определения функции R.
2) График функции у = х3 - 4х2 + 4х = х(х - 2)2 имеет с осью 

Ох две общие точки (0; 0) и (2; 0).
3) График не имеет асимптот.
4) Так как у' = Зх2 - 8х + 4 = (х - 2)(3х - 2), то уравнение

у'= 0 имеет корни х1=—, х2 = 2. Производная положитель- 
3 2

на, и функция возрастает на промежутках х< — и х>2. Если
2 $
— < х < 2, то у'<0, и функция убывает на интервале И

„ 2 о
Стационарные точки хх = — и х2 = 2 О точки экстремума

функции. При этом х1 — точка максимума, так как при пере- 
2ходе через точку х1 = — производная у меняет знак с « + » на О

«-»; х2 — точка минимума, так как при переходе через точку

х2 = 2 производная меняет знак с «-» на «+» (2\ 32 п
У к =^’ У(2) = 0-\ О / Сл (

5) Находим у” = 6х - 8 = 6 Если х

этому функция выпукла вверх на интервале

то у" > 0, и поэтому функция выпукла вниз
4 я ,вательно, х = — — точка перегиба функции,

. 4
з ’ то 

х < -;
3 

при X

у" < 0, и по-
4 если х > — , 

4 3
> - . Следо-

(4\ причем у — = 
\ 3 /

16
27

Результаты исследования представим с помощью таблицы.

X
2 х < —3

2
3

2 4
— < х < —3 3

4
3 - <х<2 3

2 х > 2

f'(x) + 0 - - - 0 +
f"(x) - - - 0 + + +

f{x) 7 гу

16
27 

max
ГУ \

16
27 

перегиб

0 
min 7
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Символ «о» означает, что 
функция выпукла вверх, а символ 
«о» означает, что функция выпук­
ла вниз.

6) Отметим ещё, что Дх) < О 
при х < 0 и f(x) > 0 при х > О, 
х^2. Используя результаты иссле­
дования, строим график функции 
у = х3 - 4х2 + 4х (рис. 79). ◄

Задача 4. Построить график 
, 4функции у = х + — .
[> 1) Область определения х 0. Данная функция нечётная, так

как f(-x) = —х + — = -(x + -) = -ftx). 
\ X/

2) График не пересекает координатные оси.
3) Исследуем эту функцию и построим её график при х>0.

Прямая у = х - 
х^-°°. При х 
4 J

асимптота графика функции при х —> +°° и 
0 график лежит выше асимптоты (так как 

а при х < 0 — ниже асимптоты.

4) Д(х) -1 4 (х + 2)(х-2)

На промежутке х > 0 функция 
имеет одну стационарную точку 
х = 2.

Производная положительна 
на промежутке х > 2, следователь­
но, на этом промежутке функция 
возрастает. На интервале 0 < х < 2 
производная отрицательна, следо­
вательно, на этом интервале функ­
ция убывает.

Точка х = 2 является точкой 
минимума, так как при переходе 
через эту точку производная меня­
ет знак с «-» на « + »; /(2) = 4.

Составим таблицу:
X 0 < х < 2 2 х > 2

f'(x) - 0 +

f"(x) + + +

f(x) о X 4 
min
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5) Так как у" = з , то при х < О функция выпук-

ла вверх, а при х > 0 выпукла вниз.

6) График функции у = х Ч------ изображён на рисунке 80.
х 3

Задача 5. Построить график функции у = -------- т .
(х “bl)> 1) Функция определена при х^-1.

2) Функция принимает положительные значения при х > 0 
и отрицательные при х < 0.

3) Прямая х = -1 — вертикальная асимптота графика функ­
ции, причём у -со при х —>■ -1 + 0 и х —> -1 - 0.

Прямая у = х - 2 — наклонная асимптота графика функции 
при х —> +°° и х —> -оо (задача 1 (3)). При этом из равенства (6) 

следует, что при х>-~ график 
2 х<—— — ниже асимптоты.О

4) Находим производную:
, _ Зх2(х +1)2 - х3 ■ 2(х +1) _

2 (х +1)4
= Х (3(х + 1)-2х) = 

(х +1)3
_ х2(х + 3)

(х + 1)3 ’
= х2(х + 3) 

(х + 1)3
Из формулы (7) следует, 

что у' > 0 при х <-3 и х>—1, 
а если -3 < х < -1, то у' < 0.

Следовательно, функция 
возрастает на промежутках 
х < -3 и х > -1 и убывает на 
интервале (-3; -1).

лежит выше асимптоты, а при

Согласно формуле (7) 
точки х = 0 и х = -3. Точка

функция имеет две стационарные 
х = 0 не является точкой экстрему­

ма, так как у' не меняет знак при переходе через эту точку, 
а х = -3 — точка максимума функции г/(х), так как у' меня­
ет знак с « + » на «-» при переходе через точку х = —3, причём 
у(-3) = _27.

4
5) Найдём у", используя формулу (7), которую запишем

, х3 + Зх2 m „ (Зх2 + 6х)(х +1)3 - х2(х + 3) • 3(х +1)2 в виде у =---------—. Тогда у = ------------—------ --------------- -—------- — =
(х + 1)3 (х + 1)6

_ Зх((х + 2)(х + 1) - х(х + 3)) _ 6х
(х + 1)4 (х + 1)4’
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„ _ 6х
У (х +1)4 ’ (8)

Из формулы (8) следует, что у" < 0 при х < 0 и -1, У">0 
при х > 0. Поэтому функция у(х) выпукла вверх на интервалах 
х < — 1 и —1< х < 0 и выпукла вниз на интервале х > 0. Точка 
х = 0 является точкой перегиба функции, причём у'(0) = 0, и по­
этому касательной к графику функции в точке (0; 0) является 
прямая у = 0.

6) График функции изображён на рисунке 81. ◄

Упражнения
Построить график функции (308—309).

308. 1) у = х3 - Зх2 + 4; 2) у = 2 + Зх - х3;
3) у = -х3 + 4х2 - 4х; 4) у = х3 + 6х2 + 9х.

309. 1) у = х4 - 2х2 + 2; 2) у = | х3 (х + 4);

3) у = — х3 (8 - Зх); 4) у = 6х4 - 4х6.
5

310. Найти асимптоты графика функции:

1) /(*) = —; 2) =х х + 4
3) Дх)=х2~2х + 3; 4) /(х) = ^Ц.

х + 2 (х + З)2
311. Найти асимптоты графика функции:

1) ftx)=(x + 3)"; 2) Дх) = 7х2 + 4х + 3.
(х-1)2

Построить график функции (312—317).
312. 1) у = 2 + 5х3 - Зх5; 2) у = Зх5 - 5х3;

3) у = 4х5 - 5х4; 4) у = (х - 1)3(х + I)2.

313. 1) у = Зх + —; 2) у = х — —; 3) у = —-х; 4) у = х——.
Зх хх

314. 1) у = -х3 + 4х2 - 3; 2) у = х3 - Зх2 - х + 3.

315. 1)

3)

5)

х2
У =---- о’х - 2

х2 + X - 1
У = ~2---------- ’х - 2х +1

(х -1)3 
у = -------(х-2)2

31 6.1) у = (х + 3)д/х; 2) У = (Х+?)3; 3) у = х21пх; 4) 
х

317. 1) у = х3 - х2 - х + 1; 2) у = х3 - х2 + х - 1.
(х + 2)3 ’

318. Сколько действительных корней имеет уравнение 
1 - 2х + 2х3 - х5 = О?
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Упражнения к главе III

319. Найти интервалы возрастания и убывания функции:
1) у = 2х3 + Зх2 - 2; 2) у = -| х3 - х2 - 4х + 5;

О
3) = 4) z/ = —.х х - 3

320. Найти стационарные точки функции:
1) у = х4 - 4х3 - 8х2 + 1; 2) у = 4х4 - 2х2 + 3;
3) z/ = ^ + —; 4) у = cos2x + 2cosx.

3 х
321. Найти точки экстремума функции:

1) у = х3 - 4х2; 2) у = Зх4 - 4х3.
322. Найти точки экстремума и значения функции в этих точках:

1) у = х5 - 2,5х2 + 3; 2) у = 0,2х5 - 4х2 - 3.
323. Построить график функции:

1) у = -х4 + 8х2 - 16; 2) z/ = |x4-^-x6;

3) г/ = —+ 3х2; 4) y = -*L + x2.
3 4

324. Построить график функции:
1) у = Зх2 - 6х + 5 на отрезке [0; 3];
2) у = ±х4-^х3 на отрезке [-1; 3].

325. Найти наибольшее и наименьшее значения функции:
1) Дх) = х3 - 6х2 + 9 на отрезке [—2; 2];
2) Дх) = х3 + 6х2 + 9х на отрезке [-4; 0];
3) Дх) = х4 - 2х2 + 3 на отрезке [-4; 3];
4) Дх) = х4 - 8х2 + 5 на отрезке [-3; 2].

326. Доказать, что из всех равнобедренных треугольников, впи­
санных в данный круг, наибольший периметр имеет равно­
сторонний треугольник.

327. Из всех равнобедренных треугольников с периметром р най­
ти треугольник с наибольшей площадью.

328. Из всех прямоугольных параллелепипедов, у которых в ос­
новании лежит квадрат и площадь полной поверхности рав­
на 600 см2, найти параллелепипед наибольшего объёма.

329. Найти асимптоты графика функции:
1) = 2) f(x) = ^—.

х2 х3 -1
_ 1ч330. Доказать, что функция у = 1,8х - 2 - х + 7х + 12,5 возрас­

тает на всей области определения.
331. Доказать, что функция у = х(1 + 2д/х) возрастает на всей об­

ласти определения.
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332. Найти точки экстремума функции:
1) у = xlnx;
оч 4 163) у =—о------ ;х - 3 х-

2) у = хех-, 
.. 25

4) У = п----7 - х
9

3 - х
333. Построить график функции:

3) у = (х - 1)2(х + 2); 4) у = х(х - I)3.
334.

335.

Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 
1) Дх) = 2sinx + sin2x на отрезке |\); ^л

2) Дх) = 2cosх + sin2х на отрезке [0; л];
3) Дх) = 3sinx + 4cos2x на отрезке |^0;

4) f(x) = sinx+ 2a/2cosx на отрезке |^0;

Найти наибольшее значение функции:

на интервале1) хф-Зх2

2) Xyjl - х2 на интервале (0; 1).
336. Тело движется по закону s(t) = 6f2 - ts. Какова наибольшая 

скорость тела?
337. Из всех прямоугольных треугольников, у которых сумма 

одного катета и гипотенузы равна I, найти треугольник 
с наибольшей площадью.

338. Найти точку касания графика функции и данной прямой, 
если:
1) у = Зх2 + 2х - 5, у = 2х - 5;
2) у = Зх2 - 2х +5, у = Юх - 7;
3) у = х3 - 5х + 8, у = 7х + 24;
4) у = х3 - 5х2 - Зх + 11, у = Юх + 18.

339. При каком значении а график функции у = х2 + а касается 
прямой у = —4х + 5?

340. Сечение тоннеля имеет форму 
прямоугольника, сверху за­
вершённого полукругом. Опре­
делить радиус полукруга, при 
котором площадь сечения будет 
наибольшей, если периметр се­
чения равен р.

|34Е] Равнобедренный треугольник 
описан около квадрата со сто­
роной а так, что одна сторо­
на квадрата лежит на основа­
нии треугольника (рис. 82).
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Обозначая ВК = х, найти такое значение х, при котором 
площадь треугольника наименьшая.

342. Из квадратного листа картона со стороной а (рис. 83) надо 
сделать открытую сверху коробку прямоугольной формы, 
вырезав по углам квадраты и загнув образовавшиеся края. 
Какой должна быть высота коробки, чтобы её объём был 
наибольшим?

343. Найти наибольший объём цилиндра, площадь полной по­
верхности которого равна S.

344. Найти наибольшую площадь полной поверхности цилин­
дра, вписанного в сферу радиуса R.

I------ 1 — Зх —h 2|345.| Найти точки экстремума функции у = —----------- .
 хг + Зх + 2

346. Построить график функции:
1) Дх) = х + 7х2-1; 2) f(x) = х- ^х2 -2х;

3) Дх) = х2 • е~х; 4) Дх) = х3 • е х;
5) Дх) = ^=1£;

х2
6) Кх) = ^— 

(х +1)3
347. Груз, лежащий на горизонтальной плоскости, нужно сдви­

нуть с места силой, приложенной к этому грузу (рис. 84). 
Определить угол, образуемый этой силой с плоскостью, при 
котором сила будет наименьшей, если коэффициент трения 
груза k.

348. Ещё И. Ньютон обнаружил, что скорость охлаждения тела 
примерно пропорциональна разнице температур между на­
гретым телом и окружающей средой. Если температура 
окружающей среды Ts не меняется, то температура поме­
щённого в эту среду тела Т в зависимости от времени t ме­
няется по закону T(t) = TS + (TO-Ts)ekl, где То — начальная 
температура тела, k — коэффициент, характеризующий 
свойства теплопроводности, геометрию и другие свойства 
тела. Допустим, что в начальный момент времени t = 0
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температура тела была равна 200 °C, а скорость остыва­
ния — 3 градуса за секунду. Температуру окружающей 
среды поддерживали равной 20°C. Найти температуру тела 
через 2 мин после начала остывания.

349. Полевой стан расположен в 9 км от ближайшей к нему точ­
ки шоссе. От этой точки до посёлка 15 км. Велосипедист 
должен из посёлка доехать до полевого стана. На каком рас­
стоянии от посёлка после движения по шоссе ему следует 
свернуть в поле и ехать по прямой до полевого стана, чтобы 
время в пути было наименьшим? Известно, что скорость 
велосипедиста по шоссе 10 км/ч, а по полю — 8 км/ч.

350. Прочность балки на изгиб пропор- R_____
циональна ширине и квадрату вы- 'Х.
соты балки. Для изготовления из // \
цилиндрического бревна балки пря- // X. \

прочности торец бревна размечают I М -* ]
так, как показано на рисунке 85: \ X. / /
диаметр АС делят точками М и \ X. / / 
N на три равные части, MB.LAC 
и NDAAC. Верна ли такая размет- D
ка для изготовления максимально Рис. 85
прочной балки?

351. Два автомобиля едут с одинаковыми скоростями v по пе­
ресекающимся под прямым углом дорогами. Каким будет 
наименьшее расстояние между автомобилями, если в нача­
ле движения они находились на расстояниях а и & соот­
ветственно от места пересечения дорог?

Вопросы к главе III

1. Какая функция называется возрастающей (убывающей)?
2. Сформулировать достаточное условие возрастания (убыва­

ния) функции.
3. Сформулировать определение точки максимума (минимума) 

функции.
4. Сформулировать теорему Ферма.
5. Сформулировать необходимое условие экстремума диффе­

ренцируемой функции.
6. Дать определение стационарной точке функции.
7. Дать определение критической точке функции.
8. Сформулировать достаточные условия экстремума.
9. Каков алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего 

значений функции, непрерывной на заданном отрезке?
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10. Сформулировать теорему Лагранжа.
11. Доказать достаточное условие возрастания (убывания) функ­

ции.
12. Доказать достаточные условия экстремума.
13. Дать определение производной второго порядка.
14. Сформулировать определение выпуклости вверх (вниз) 

функции.
15. Дать определение точке перегиба функции.
16. Как с помощью второй производной выяснить, является ли 

функция выпуклой вверх (вниз) на интервале; имеет ли точ­
ку перегиба?

17?] Пояснить геометрический смысл теоремы Лагранжа.
18. При каком условии прямая у = kx + Ъ является асимптотой 

графика функции у = f(x) при х +°о?

Проверь себя!

1. Найти промежутки монотонности функции:
1) у = 2х2 - 5х; 2) у = -у]х + 4.

2. Найти точки экстремума функции у = х4 — 4х3 + 20 и значе­
ния функции в этих точках.

3. Построить график функции у = х3 + Зх2 - 4.

4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

Дх) = х + — на отрезке [1; 4]. 
х

5. Отливка объёмом 72 дм3 имеет форму прямоугольного 
параллелепипеда с отношением сторон основания 1:2. При 
каких размерах отливки площадь её полной поверхности 
будет наименьшей?

1. При каких значениях а функция у = х3 + Зах возрастает на 
всей числовой прямой?

2. Построить график функции
, 4У = х + ~.

X

3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
х2

Дх) = — на отрезке [-1; 3].
е

4. Найти высоту конуса наименьшего объёма, описанного 
около сферы радиуса R.
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~А I Историческая справка
Как и многие разделы математики, раздел о дифференциаль­

ном исчислении возник из необходимости решения практиче­
ских задач. В основном источником дифференциального исчис­
ления явились задачи двух видов: а) на нахождение наибольших 
и наименьших значений величин, т. е. задачи на нахождение 
экстремумов (от лат. extremum — крайнее); б) на вычисление 
скоростей. В древности и в Средние века задачи этих видов ре­
шались геометрическими и механическими методами и не были 
связаны общими идеями.

Задачи на нахождение максимума и минимума можно най­
ти ещё в «Началах» Евклида. Так, в VI книге «Начал» доказы­
вается, что из всех параллелограммов, вписанных в данный тре­
угольник, наибольшую площадь имеют те, основание которых 
равно половине основания треугольника.

В 1615 г. в опубликованной работе «Стереометрия винных 
бочек» немецкий учёный И. Кеплер (1571—1630) высказал идею 
о том, что вблизи максимума величины её изменения незаметны, 
предугадав тот факт, что в точке максимума производная функ­
ции равна нулю. Известно, что в 1629 г. французский математик 
П. Ферма уже владел методом определения максимумов и мини­
мумов. Но только в середине XVII в. И. Ньютон и Г. Лейбниц ис­
следовали проблему максимумов и минимумов функций с позиций 
идеи бесконечно малой величины. Так, Лейбницем была сформу­
лирована теорема о достаточном условии возрастания и убывания 
функции на отрезке. Огромный вклад в развитие дифференциаль­
ного исчисления при решении прикладных задач внесли швей­
царские математики Я. Бернулли и И. Бернулли. Голландский 
учёный X. Гюйгенс (1629—1695) после решения задачи о фор­
ме подвешенной за концы массивной цепи написал известному 
французскому математику Г. Лопиталю (1661—1704) о широте 
применимости методов дифференциального исчисления: «Я вижу 
с удивлением и восхищением обширность и плодовитость нового 
метода. Куда бы я ни обратил взор, я замечаю для него новые 
приложения, я предвижу его бесконечное развитие и прогресс».

В 1755 г. Л. Эйлер в своей работе «Дифференциальное ис­
числение» развил понятия «абсолютных экстремумов» и «отно­
сительных экстремумов», называемых им экстремумами «мест­
ного характера». В этой работе он подчеркивал, что значение 
функции в точке максимума, вообще говоря, не совпадает с её 
наибольшим значением. Для исследования функций Эйлер поль­
зовался не только первой и второй производными, но и произ­
водными более высоких порядков.

Отметим, что теория экстремумов функций и сегодня нахо­
дит многочисленные практические применения в решении задач 
производства и экономики, связанных с оптимальным использо­
ванием сырья и времени.
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Глава IV
Первообразная 
и интеграл

Одно можно сказать наверняка: 
завтра математика станет 

ещё могущественней и нужнее людям, 
чем сегодня.

И. Я. Депман

В курсе математики вы знакомились с рядом 
взаимно обратных действий (сложение и вычита­
ние, умножение и деление, возведение в степень 
и извлечение корня), со взаимно обратными функ­
циями (например, у = ах и у = loga х). Для дей­
ствия нахождения производной также существует 
обратное действие — нахождение первообразной, 
т. е. функции, производная которой даёт исходную 
функцию («первый образ»). Например, для функции 
f(x) = x одной из первообразных является функ­
ция F(x) = ^x2, так как F'(x) = = ^-2х = х,

т. е. F'(x) = f(x).
Задачи нахождения первообразных встречают­

ся на практике не реже, чем задачи нахождения 
производных. Например, сила тока I находится как 
производная по времени от заряда q: I(t) = q'(t). 
Возникает и обратная задача — нахождение закона 
изменения заряда по силе тока, т. е. заряд — это 
первообразная для силы тока I(t).

В химии скорость реакции V — это производная 
концентрации С реагирующих веществ в зависимо­
сти от времени, т.е. V(t) = C'(t). Значит, концен­
трация — первообразная для скорости реакции.

Понятие первообразной тесно связано с по­
нятием интеграла (с которым вы познакомитесь 
в этой главе).

Представления о первообразной и интеграле 
возникли из потребностей практики в вычислении 
площадей различных фигур и объёмов тел. Эти 
представления появились значительно раньше, чем 
представления о производной и дифференциаль­
ном исчислении.
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Интегральное исчисление — одно из величайших математиче­
ских открытий, которое было сделано ещё Архимедом. Он смог найти 
площадь параболического сегмента, объём шара (и другие площади 
и объёмы) с помощью метода исчерпывания, в котором важную роль 
играет идея равновесия. Архимед сам говорил, что решал эти мате­
матические задачи средствами механики. Вычисляя объёмы тел, Архи­
мед переходил от объёмов поперечных сечений к объёму всего тела, 
что на современном языке означает — от бесконечно малой части 
к целой величине (к интегралу).

В этой главе вы познакомитесь с правилами нахождения перво­
образных, научитесь вычислять площадь практически любой фигуры, 
узнаете применение на практике и в смежных дисциплинах знамени­
той формулы Ньютона—Лейбница.

§ 1. Первообразная
В главе II была рассмотрена задача о нахождении мгновен­

ной скорости точки по заданному закону движения. Пусть закон 
движения точки задан функцией s = s(i), где s(t) — координата 
движущейся точки в момент времени t. Тогда мгновенная ско­
рость движения тела в момент времени t равна v = s'(t). В этой 
задаче по заданной функции s(£) вычисляется её производная.

£1?
Например, если s = -—, то v = s'(i) = gt.

2
В физике встречается обратная задача: по заданной скоро­

сти v = v(t) найти закон движения, т. е. найти s = s(t). Так как 
s'(t) = v = v(t), то в этой задаче требуется найти такую функцию 
s(t), производная которой равна v(t). В этом случае функцию s(t) 
называют первообразной для функции v(t).

Определение
Функция F(x) называется первообразной цл.я. функции f(x) 
на некотором интервале, если для всех х из этого интервала 
выполняется равенство

F’(x) = f(x). (1)
Замечание 1. Если функция F(x) дифференцируема 

на интервале (а; Ь), непрерывна на отрезке [а; &] и для всех 
х € (п; Ь) выполняется равенство (1), то функцию F(x) называют 
первообразной для функции f(x) на отрезке [а; &].

Например, функция х3 является первообразной для функ­
ции Зх2 на всей числовой прямой, так как для любого х € R 
имеем (х3)' = Зх2; функция sinx — первообразная для функции 
cosx, так как (sinx)'= cosx.

Замечание 2. Если при нахождении первообразной 
функции /(х) не указывается промежуток, на котором она зада­
на, то считается, что первообразная находится на всей области 
определения функции Дх).
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Задача 1. Показать, что функция
F(x) = ^sin Зх 

является первообразной для функции f(x) = 3cos3x.

> Так как Е'(х) = ( 1 • о—sin Зх 
3

— • 3cos Зх = cos Зх, то i-sin Зх
3 3

первообразная для функции cos3x. ◄

Задача 2. Доказать, что для любого действительного р -1 
хл + 1

функция F(x) =------ является первообразной для функции
р + 1

Дх) = хр на промежутке х > 0.
( У-Р + 1 1 ( уР + Ч'

> Так как (хр + )' = (/? + 1)хр, то ------ = ------ --  = хр. ◄
Ip + 1J р + 1

В частности, при р = 0, 3, -2, получаем:

1) F(x) = х — первообразная для функции Дх) = 1 при х € R; 
х4 з2) F(x) = — — первообразная для функции Дх) = х при 

х € R;

3) F(x) = — первообразная для функции Дх) = на
X хг

промежутках х < 0 и х > 0;
9 /— I—

4) F(x) = -xyx — первообразная для функции Дх) = Vx 
при х > 0.

4 х4
Заметим, что для функции Дх) = х3 функции-----1-2,------34 4

также являются первообразными, так как

Вообще любая функция — + С, где С — постоянная, яв- 
4

ляется первообразной для функции х3. Это следует из того, что 
производная постоянной равна нулю.

Этот пример показывает, что для заданной функции её пер­
вообразная определяется неоднозначно.

Если F(x) — первообразная для Дх) на некотором проме­
жутке, то и функция Е(х) + С, где С — любая постоянная, также 
является первообразной для функции Дх) на этом промежутке.

Оказывается, что функциями вида Е(х) + С исчерпываются 
все первообразные для заданной функции Дх).

В главе III (§ 1, задача 4) было доказано, что если Е'(х) = 0 
на интервале (а; Ъ) и функция Е(х) непрерывна на отрезке [а; Ь], 
то F(x) = С на отрезке [а; &]. Используя это утверждение, дока­
жем теорему.
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Те о р е м a

Пусть J’1(x) и F2(x) — две первообразные для одной и той 
же функции Дх). Тогда F2(x) = Fx(x) + С, где С — некото­
рая постоянная.

О Обозначим F(x) = F2(x) - F^x). Тогда F'(x) = F2(x) - F^(x) = 
= f(x) - Дх) = 0, откуда F(x) = С, t. e. F2(x) - F^x) = С, откуда 
F2(x) = F^x) + C. •

Итак, если F(x) — некоторая первообразная для Дх), то все 
первообразные для функции Дх) находятся по формуле F(x) + С, 
где С — любая постоянная.

Задача 3. Найти все первообразные для функции х > 0.

> Из задачи 2 при р = - - следует, что 2д/х — первообразная
-|

для функции —= при х > 0. Ответ. 2д/х + С. ◄
ух

Приведём таблицу первообразных для некоторых функций.

Функция Первообразные

ХР, р^-1
р +1Г'

--------+ с
р + 1

—, х > 0, х < 0X In х + С

ех ех + С

sinx -cosx + С
COSX sinx + С

Эта таблица проверяется дифференцированием первооб­
разных. Например, так как (In |х| + С)'= — (гл. II, §7), то 

In|х| + С — первообразная для функции — при х > 0 и при х < 0.

Рассмотрим графики всех пер­
вообразных заданной функции Дх). 
Если F(x) — одна из первообразных 
Дх), то все первообразные получа­
ются прибавлением к F(x) любой по­
стоянной: F(x) + С. Следовательно, 
графики функций у = F(x) + С полу­
чаются из графика у = F(x) сдвигом 
вдоль оси Оу (рис. 86). Выбором 
постоянной С можно добиться того, 
чтобы график первообразной прохо­
дил через заданную точку.
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Задача 4. Для функции —х найти такую первообразную на 
промежутке х > 0, график которой проходит через точку (1; 3). 
> Все первообразные для функции 4 находятся по формуле 

F(x) = + С. Найдём такое значение С, чтобы график функ-
х

ции у = F(x) проходил через точку (1; 3), т. е. воспользуем­
ся условием F(l) = 3. Отсюда -1 + С = 3, С = 4. Следовательно, 
F(x) = 4--. <4 х

Упражнения

352. Показать, что функция F(x) является первообразной для 
функции Дх) на всей числовой прямой:
1) F(x) = х4, Дх) = 4х3; 2) F(x) = 1 - е~х, Дх) = е~х-,

3) F(x) = — + 1, Дх) = х4; 4) F(x) = Зе3 , Дх) = е3 ;
5

5) F(x) = 2 + sin4x, Дх) = 4cos4x;
6) F(x) = cos3x - 5, f(x) = -3sin3x.

353. Показать, что функция F(x) является первообразной для 
функции Дх) при х > 0:
1) F(x) = |, Дх)= -4; 2) F(x)= -^ + 4, Лх)= ;

х „ х ух х
3 2х2

3) F(x) = 2- х\ Дх) = 4) F(x) = дх) = ^_.
2 л/2х

354. Найти все первообразные для функции:
2 з

1) х6; 2) х5; 3) 4) Vx; 5) х3; 6) х 4.
Ух

355. Для функции Дх) найти первообразную, график которой 
проходит через точку М:
1) Дх) = х2, М(1; 2); 2) Дх) = х, М(-1; 3);
3) Дх) = - , М(1; -1); 4) Дх) = Vx , М(9; 10).X

§ 2. Правила нахождения первообразных
Из главы II известно, что операцию нахождения произ­

водной для заданной функции называют дифференцировани­
ем. Обратную операцию нахождения первообразной для данной 
функции называют интегрированием.

Правила интегрирования можно получить с помощью пра­
вил дифференцирования. Напомним правила дифференцирова­
ния.
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Пусть функции F(x) и G(x) имеют производные на некото­
ром промежутке; a, b, k — постоянные. Тогда:

1) (F(x) + G(x))' = F'(x) + G'(x);
2) (aF(x))' = aF'(x);
3) (F(kx + &))' = kF'(kx + &).
Из этих правил дифференцирования следуют правила на- 

хождения первообразных.

Пусть F(x), G(x) — первообразные соответственно для функ­
ций Дх) и g-(x) на некотором промежутке, т. е. F'(x) = f(x), 
G (x) = g(x), а, Ъ, k — постоянные, k 0. Тогда:
1) F(x) + G(x) — первообразная для функции Дх) + g’(x);
2) aF(x) — первообразная для функции пДх);
3) ^F(kx + b) — первообразная для функции f(kx + &).

Приведём примеры применения этих правил.

Задача. Найти первообразные F(x) для функции Дх):
1) Дх) = 2ех + sinx;
2) Дх) = х5 — 3cos2x;

3) = +(х +1/
> 1) Так как ех — первообразная для ех, a -cosx — первооб­
разная для sinx, то 2ex-cosx — одна из первообразных 
функции 2ex + sinx.

5 х62) Первообразная для х равна —, первообразная
6

cos2x равна -sin 2х, следовательно, одна из первообразных

х5 - 3cos 2х равна F— -sin2x. 2

для

для

для

3) Обозначим
А(х) =--------f2(x) = е2х.

(х + 1)2

Тогда J\(x) F2(x) = ±e2x первообразные соответ­

ственно для Д(х) и /2(х),

F(x) = F1(x) + F2(x) + С = + С -ЭС । -L
все первообразные для функции Дх).

Ответ. 1) F(x) = 2ех - cosx + С;
т6 Ч2) F(x) =^-- ^sin2x + С; 
6 2

3) ад = __Х^+1 2х + с 
х +1 2
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Третье правило нахождения первообразных позволяет до­
полнить таблицу первообразных, приведённую в предыдущем 
параграфе.

Функция Первообразные

(kx + b)p, р^-1, k 0 (kx + b)P + 1 
k(p +1) C

. , , k 5й 0kx + Ь
■iln| kx + b + C

екх + ь, k^O lekx + b + c 
k

sin(kx + b), k^ 0 ——cos(kx + b) + C 
k

cos(fex + b), k 0 — sin(/?x + b) + C 
k

Упражнения
Найти первообразные для функции (356—363).

356. 1) 2х5 - Зх2; 2) 5х4 + 2х3; 3) Зх3 + 2х - 1;
4) 6х2 - 4х + 3; 5) - + 4’ 6)4^/х-6л/^;

х х

7) Vx + 2^/x; 8)

357. 1) 5sinx + 2cosx; 2) 3ex-sinx;
3) 1 + Зех - 4cosx; 4) -^ + --2ех.

Vx х

358. 1) (х + l)3; 2) (х-2)4; 3) 2 -; 4) , 3 ;
ух - 2 ух + 3

5) —- |-4cos(x + 2); 6) —------2sin(x-l).х -1 х - 3 9
/1 \7 /1 \5 5359.1) 1х-1; 2) 1х + 2 ; 3)(2х-3)5;

-----  \2 / \3 ) 
з

4> ,3х~1)1; 5» 6) Л77Г

7) д/3-2х; 8) ^2-Зх.
360.1) cos(3x + 4); 2) sin(3x-4); 3) cos (— — 1);

/ \ —
4) sin | + 5 ; 5) е 2 ; 6) е3х’5.
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361. 1) e3x-cos2x;
„ 2x + —

3) 2sin — - 5e 5;
’ 3

5) 5^ - 5cos (6x - 1);

7)
з/2х-1

2) e3 + sin 3x;
-v ~

4) 3cos-y + 2e 2;

6) + 4sin(4x + 2);

8) .
V3x +1 2x - 5

362. 1) 2x4 - 4x3 + x.
3

3x4 + 5x2.

7) (1 + 2x)(x - 3);

2} 6х3-Зх + 2.
7 5 3) 2х3 - Зх 

х2 ’

5) Зх(2 — х2); 6) 2х(1 - х);

8) (2х- 3)(2 + Зх).

363.1) (2x + l)Vx; 2) (3x-2)^x; 3) 4)

364. Для функции Дх) найти первообразную, график которой 
проходит через точку М:
1) Дх) = 2х + 3, М(1; 2); 2) Дх) = 4х — 1, М(-1; 3);

3) Дх) = ^х + 2 , М(2; -3);
5) /(x) = sin2x, м(^; б);

7) Дх) = -Ь М(-2; 4);
х + 3

4) Дх) = —!=, М(-2; -1); 
у]х + 3

6) Дх) = созЗх, М(0; 0);

8) Дх) = М(-2; 2).
(х +1)2

§ 3. Площадь криволинейной трапеции. 
Интеграл и его вычисление

Ml 1. Площадь криволинейной трапеции
Рассмотрим фигуру G (рис. 87), ограниченную отрезками 

прямых х = а, х = Ъ, у = 0 и графиком непрерывной функции 
у = Дх), такой, что Дх) >0 на отрезке [а; &] и Дх) > 0 при 
х € (а; Ь). Такую фигуру называют 
а отрезок [а; &] — её основанием.

Поясним, как вводится поня­
тие площади криволинейной тра­
пеции и как можно вычислить эту 
площадь. Для этого введём понятие 
определённого интеграла.

Разобьём отрезок [а; &] на п 
(необязательно равных) частей точ­
ками х15 х2, ..., хп_х и проведём че­
рез эти точки вертикальные прямые 
до пересечения с графиком функции

криволинейной трапецией,
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у = f(x). При этом криволиней­
ная трапеция разобьётся на 
п частей, каждая из которых 
также является криволинейной 
трапецией (рис. 88). Обозначим 
х0 = а, хп = Ъ.

Рассмотрим криволиней­
ную трапецию с основанием 
[х/г_1; х/г] (рис. 89). Если дли­
на отрезка [xk_1; xk] мала, то 
эта трапеция мало отличает­
ся от прямоугольника с основанием \хк = xk - xk _ х и высотой 
f(ck), где ck — какая-нибудь точка отрезка [х/г_1; xk], а площадь 
криволинейной трапеции с основанием [xk_1; xk] приближённо 
равна площади этого прямоугольника, т. е. приближённо равна 
f(c^xk-

Вся криволинейная трапеция с основанием [а; Ь] мало от­
личается от многоугольника, состоящего из прямоугольников, 
построенных указанным способом на отрезках [х0; xj, [хх; х2], 
[х2; х3], ..., [хп_1; хп] (рис. 90), а площадь криволинейной
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трапеции приближённо равна площади этого многоугольника, 
т. е. приближённо равна

/(cJAXi + Дс2)Дх2 + ... + Дсй)Дхй + ... + Дсл)Дхл. (1)
Сумму (1) называют интегральной суммой функции f(x) 

на отрезке [а; &]. Будем увеличивать число точек разбиения 
так, чтобы наибольшая из длин отрезков [xk_1; xk] стремилась 
к нулю. Тогда длина Axk каждого отрезка также будет стремить­
ся к нулю. Можно доказать, что при этом интегральные сум­
мы будут стремиться к некоторому числу S, т. е. имеют предел, 
равный S. Это число S называется площадью рассматриваемой 
криволинейной трапеции (см. рис. 87).

■ 2. Интеграл
Рассмотрим теперь любую непрерывную на отрезке [а; £>] 

функцию Дх) (необязательно неотрицательную). Составим для 
неё интегральную сумму (1) и затем будем увеличивать число 
точек разбиения отрезка [а; &] так, чтобы длина наибольшего 
из отрезков [x/l_1; xk] стремилась к нулю. Можно доказать (это 
доказывается в курсе высшей математики), что и в этом случае 
интегральные суммы стремятся к некоторому числу, т. е. имеют 
предел, не зависящий от выбора точек сг, с2, ..., сп. Этот предел 
называют определённым интегралом от функции Дх) на отрез- 

ь
ке [а; &] и обозначают так: f(x) dx (читается: «интеграл от а до 

Ъ эф от икс дэ икс»); функцию Дх) называют подынтегральной
функцией.

В частности, если функция Дх) 
положительна на отрезке [а; Ь], по­
лучаем формулу для площади кри­
волинейной трапеции:

ь
S = ^f(x)dx. (2)

а
Площадь закрашенной фигуры 

з 
на рисунке 91 равна |x2dx.

1
Формула (2) справедлива и для 

случая, когда функция Дх) поло­
жительна внутри отрезка [а; Ь], а 
на одном из концов отрезка или на 
обоих концах равна нулю.

Например, площадь закрашен­
ной фигуры на рисунке 92 равна 
п 
jsin х dx. 
о
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Таким образом, задача о нахождении площади криволиней­
ной трапеции сводится к вычислению интеграла. Аналогично 
с помощью интеграла решаются и многие другие геометрические 
и физические задачи. Примеры физических задач будут рассмо­
трены в § 5. В курсе геометрии часто рассматриваются примеры 
вычисления с помощью интегралов объёмов тел (пирамиды, ко­
нуса, шара и т. д.).

3. Вычисление интегралов
Приближённое значение интеграла можно получить, соста­

вив интегральную сумму. Однако непосредственное нахождение 
предела интегральных сумм часто оказывается трудоёмким.

Для вычисления определённого интеграла обычно использу­
ется следующая формула:

ь
S = j f(x) dx = F(b) - F(a), (3)

a

где F(x) — любая первообразная для функции f(x) на от­
резке [а; &].

Формула (3) справедлива для любой функции f(x), непре­
рывной на отрезке [а; Ь], принимающей значения любых знаков. 
В частности, эта формула справедлива для всех ранее изученных 
функций (степенной, показательной, тригонометрических и др.) 
на каждом отрезке [а; Ь], где эти функции определены.

Формулу (3) называют формулой Ньютона—Лейбница в честь 
создателей дифференциального и интегрального исчислений.

Поясним геометрически, как получается формула (3).
Обозначим S(x) площадь криволинейной трапеции с основа­

нием [а; х], где х — любая точка отрезка [а; Ь] (рис. 93). При 
х = а отрезок [а; х] вырождается в точку, и поэтому естественно 
считать, что S(a) = 0.

Покажем, что S(x) является первообразной для функции 
f(x), т. е. S'(x) = f(x).

Рассмотрим разность AS = S(x + h) - S(x), где h > 0 (случай 
h < 0 рассматривается аналогично). Эта разность равна площади 
закрашенной на рисунке 94 фигуры, которая представляет собой 
криволинейную трапецию с основанием [х; х + /г].
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Заметим, что площадь этой фигуры равна площади прямо­
угольника с основанием [х; х + h] и высотой f(c), где х < с < х + h, 
т. е.

AS = S(x + h) - S(x) = f(c)h, (4)
откуда

— Де). (5)
h

Строгое доказательство формулы (4) (это «теорема о сред­
нем» для интеграла) рассматривается в курсе высшей матема­
тики.

Пусть h —>■ 0, тогда с х. Так как Дх) — непрерывная функ­
ция, то Де) —>■ f(x) при Л —» 0. Переходя к пределу в равенстве 
(5), получаем lim + —S(x) = S'(x) = f(x). Итак, S'(x) = Дх), 

fe->o h
т. е. S(x) — первообразная для функции Дх).

Пусть теперь F(x) — произвольная первообразная для функ­
ции Дх). Так как любые две первообразные для одной и той же 
функции отличаются на постоянную (теорема из § 1), то

F(x) = S(x) + С. (6)
Так как S(a) = 0, то при х = а из равенства (6) получаем 

F(a) = С, откуда S(x) = F(x) - F(a). Из этого равенства при х = b 
имеем

S(b) = F(b)-F(a). (7)
Напомним, что S(x) — площадь криволинейной трапеции 

с основанием [а; х] (см. рис. 93), и поэтому
ь

S(b) = J Дх) dx. (8)
а

Из равенств (7) и (8) следует формула Ньютона—Лейбница: 
ъ
J Дх) dx = F(b) - F(a). 
а

Заметим, что формула (3) справедлива для любой непрерыв­
ной на отрезке [а; Ь] функции Дх). 1У1

з
Задача 1. Вычислить интеграл |x2dx.

х3 1> Функция F(x) = — является первообразной для функции 
3 о

Г 2 З3 I3 12Дх) = х2. По формуле (3) получаем х dx = —-----— = 9 - — = 8-.J ОО ОО
1

Замечание. Этот интеграл равен площади S фигуры, 

представленной на рисунке 91, т. е. S= 8— кв. ед. ◄
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л 
2

Задача 2. Вычислить интеграл Jsinxdx.
о

> Функция F(x) =-cosx является первообразной для функции
Л 
2

Дх) = sin х. По формуле (3) получаем Jsin х dx = - J’(O) =

= -(cos — - cos (Й = 1. 0
\ 2 /
Замечание. Площадь фигуры, изображённой на рисун­

ке 92, равна 2 кв. ед. ◄ 
1

Задача 3. Вычислить интеграл |(x-l)dx.
о

> Одной из первообразных функции х - 1 является функция
г2 Г (12 J (О2 J 1 1----- х. Поэтому (x-l)dx =------ 1 -- --------0 =----- 1 = —. ◄
2 Г <2 J < 2 J 2 2

о
При вычислении интегралов удобно ввести следующее обо­

значение:
F(b) - F(a) = F(x)

ь
a

Тогда формулу Ньютона—Лейбница можно записать так:
ъ
J/(x) dx = F(x) ъ

а
а

Например, с помощью этой формулы запишем решение за­
дачи 3: } Г 2 Ъ I 1

(x-l)dx =----- х =----- 1 = —.
J <2 Jo 2 2
0

1У Задача 4. Вычислить интеграл j sin Зх dx. 

а -а
[> j sin Зх dx = -(-cos Зх)|“а = i(-cos За + cos(-3a)) = 0, так как 

—а
cos (-За) = cos За. ◄

Задача 5. Вычислить интеграл . J X 
-е 1

> Так как 1п|х| — первообразная для функции — на промежут-

ке х < 0, то [ — = In|х|I-1 = In 1 - In е = -1. <4 ГУ1 
J X
~е Г ГЗадача 6. Вычислить интеграл cos2 2хч— dx.

* \ 4 /л 
2

О Преобразуем подынтегральную функцию Дх), используя фор-
2. l + cos2i мулы cos t = ----- ------ , cos -sin£. Получим
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Дх) =
1 + cos 2 2х + —

I 4
2

1 + cos 4х + —
I 2
2

1 sin 4х
2 2

Так как первообразной для функции Дх) является функция

F(x) = -х + — cos 4х, то 2 8 -х + —cos 4х
2 8

3
2 [•

Задача 7. Вычислить интеграл

л 4
2

о
3з з 3 1

I2 - (х + I)2) dx =

/ 5 3
2, , 1Ч2 2z , 1Ч2

= т(х + !) - о(х + 1) V э о

о
2,32_ 2,8) 11

15

о о
з

о 5 3
2 2
5 3

Упражнения
365. Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной 

прямыми х = а, х = Ъ, осью Ох и графиком функции у = Дх), 
если:
1) п = 3, & = 4, Дх) = х2; 2) а = 0, Ъ = 2, Дх) = х3 + 1;
3)
5)

а = 1, Ъ = 8, Дх) = л/х ; 4) а = 4, Ъ = 9, Дх) = Vx ;
а = — , Ъ = — , Дх) = sinx; 6) а = , b = 0, Дх) = cosx.3 3 о

366. Найти площадь фигуры, 
Ох и графиком функции 

ограниченной прямой х = Ъ, осью 
у = Дх), если:

1)
3)
5)
7)

& = 3, 
& = 4, 
Ь = 2, 
Ъ= 1,

Дх) = х2;

Дх) = 5х - х2;
Дх) = ех - 1;

2)
4)
6)
8)

Ъ = 2, 
& = 8, 
& = 3, 
Ь = 2,

Дх) = х3;

Дх) = х2 + 2х;
Дх)=1-Д

Вычислить
3

367. 1)
о

интеграл (367—369).
з

2) $2xdx; 3)
-2

In 2 л

2
[— dx;
J х31 х

4)
9

368. 1) 2) ех dx-,

2
о

J sin х dx;
-2л

4)

4
0
j cos Зх dx.
-Зя

369. 1) 2)

4)

7)

-з
1

5)

-1
J (6х2 + 2х - 10) dx-,
-2

| (5 - 4х) dx-,
-2
2

3)

6)

2
f (1 - Зх2) dx;

2
j(3x2 - 4х + 5) dx. 
о

о
J (9х2 - 4х) dx;
-2
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370. Изобразить фигуру, площадь которой равна данному инте­
гралу, и вычислить эту площадь:

3
2 3

1) j (-2 - Зх) dx;
-2
4

2) J (6 — 2x) dx;
-2
0

3) j(12 + х - х2) dx;
0
Зя

4) j (x2 - 3x) dx;
-2

71
2

5) j sin x dx;
2л

71
2

6) j cos x dx;
71
2

71

7) J cos x dx;
_я

4

8) jsin x dx.
71
6

Вычислить интеграл (371—375).

Первообразная и интеграл

1 2
' l)2371. 1) jx(x + 3)(2x -l)dx; 2) j| x— dx;

-2 i
0 -i

3) j (x + l)(x2 - 2) dx; 4) j At1--)dx-
X2\ x]

-i -2
4 9 2

372J 1) |(х-3д/х)с?х ; 2) [Ax-^;|dx; 3) f 5x ~ 2 dx;
0 1 \ \JX ) 4 y[x

3 4 8
4) j3x^ldx; 5) [>/х(з-- 

J \ X
] dx; 6) [4^xfl - — 1 dx.
/ J v X Ji Vx 1 1

5 7
(373J 1) f----6—dx. 2) — dx.

Jo + 1 2 sjx + 2
2 3

374. 1) je3xdx; 2) j2e2x dx;
0 1
2 i

3) f—— dx; 4) M— dx.
J 2x-l ' J 3x + 5
1 -1
71 71

375. 1) jsin 2x dx; 2) Jcos(3x - - j dx;
4/

0
71
4

71
4

n
3

3) jcos24xdx; 4) jsin2 x - — dx.
V 3j0 0
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§ 4. Вычисление площадей фигур с помощью 
интегралов

Задача 1. Вычислить площадь S криволинейной трапеции, 
ограниченной осью Ох, прямыми х = — 1, х = 2 и параболой 
у = 9 - х2 (рис. 95).
> Так как на отрезке [-1; 2] функция у = 9 - х2 принимает по­
ложительные значения, то искомая площадь S равна интегралу:

2
S = | (9 - х2) dx.

-1
По формуле Ньютона—Лейбница находим

2 (
S = J (9 - х2) dx = f 9х - 

-1

- 9(-1)-Ц^- =24. ◄

Задача 2. Найти площадь 
фигуры, ограниченной парабола­
ми у = х2, у = 2х - х2 и осью Ох. 
t> Построим графики функций 
у = х2, у = 2х - х2 и найдём абсцис­
сы точек пересечения этих гра­
фиков из уравнения х2 = 2х - х2, 
корни которого хг = 0, х2 = 1. 
Данная фигура изображена на 
рисунке 96, из которого видно, 
что она состоит из двух криволи­
нейных трапеций. Следовательно, 
искомая площадь равна сумме 
площадей этих трапеций:

1 2
S = $x2dx + j(2x - x2)dx =

о 1

Задача 3. Найти площадь 
фигуры, ограниченной отрезком

—; — оси Ох и графиком функ­

ции у = cosx на этом отрезке.
|> Заметим, что искомая пло­
щадь равна площади фигуры, 
симметричной данной относи­
тельно оси Ох (рис. 97), т. е.
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равна площади фигуры,

ченной отрезком Л . Зл 
2’ Т

и графиком функции
у = —cos х

на отрезке л. Зл 
2’ ~2

ограни- 

оси Ох

. На этом от-

резке -cosx > О, и поэтому
Зл
2

S = J (-cos х) dx - (-sin х)
Зл 
2

2 2

-sin^ 
2

. Л 1 о-sin— = 2. Я 
2J

Замечание. Если /(х) < О 
на отрезке [а; &] (рис. 98), то 
площадь S криволинейной тра­
пеции равна 

ъ
S = j(-/(x)) dx. 

а
Задача 4. Найти площадь 

фигуры, ограниченной параболой
у = х2 + 1

и прямой
у = х + 3.

> Построим графики функций у = х2 + 1 и у = х + 3. Найдём аб­
сциссы точек пересечения этих графиков из уравнения х2 + 1 = 
= х + 3. Это уравнение имеет корни х1 = -1, х2 = 2. Фигура, 
ограниченная графиками данных функций, изображена на ри­
сунке 99. Из рисунка видно, что искомую площадь можно найти 
как разность площадей и S2 двух трапеций, опирающихся на 
отрезок [-1; 2], первая из которых ограничена сверху отрезком 
прямой у = х + 3, а вторая — дугой параболы у = х2 + 1. Так 

2 2
как <S1 = J (х + 3) dx, S2 = J (х2 + 1) dx, то

-i -i
2 2

S = - S2 = j (x + 3) dx - j (x2 + 1) dx.
-i -i

Используя свойство первообразных, можно записать S 
в виде одного интеграла:

2 2 z 2 з \ 2
S = [ ((х + 3) - (х2 + 1)) dx = f (х + 2 - х2) dx = Нг + 2х -

J J \ Л D J _-t Л
-1 -1
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Рассмотрим фигуру, ограничен­
ную отрезками прямых х = а, х = Ъ 
и графиками непрерывных функ­
ций у = f^x) и у = f2(x), где /2(х) > 
> /\(х) > 0 (рис. 100). Площадь S 
этой фигуры равна разности площа­
дей криволинейных трапеций аА2В2Ъ 
и аАуВуЬ. Площади S2 и этих тра­
пеций соответственно равны: 

ь ь
S2 = J f2(x) dx и <Si = j Д(х) dx.

a a
Следовательно,

b b
S = | f2(x)dx - J Д (x)dx. Отсюда 

a a
b

s = j(/2(x)-/1(x))dx. (1)
a

Эта формула справедлива для 
любых непрерывных функций /г(х) 
и /2(х) (принимающих значения 
любых знаков), удовлетворяющих 
условию /2(х) > /х(х).

Задача 5. Найти площадь фигуры, ограниченной парабола­
ми у = х2 и у = 2х2 - 1.
|> Построим данную фигуру (рис. 101) и найдём абсциссы точек 
пересечения парабол из уравнения х2 = 2х2 - 1, корни которого 
х12 = ±1. По формуле (1), где /х(х) = 2х2-1, /2(х) = х2, находим

1 1 < 2 Л 1
<S= | (х2 - (2х2 - l))dx = | (-х2 + l)dx = (-—+ х I = —. Ч 1У1

-1 -1 1

Упражнения
376. Найти площадь фигуры, ограниченной осью Ох и параболой:

1) у = 1 - х2; 2) у = -х2 + 4х - 3;
3) у = -х(х + 3); 4) у = (1 - х)(х + 2);
5) у = (х + 2)(3 - х).

377. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) параболой у = (х + I)2, прямой у = 1 - х и осью Ох;
2) параболой у = 4 - х2, прямой у = х + 2 и осью Ох;
3) параболой у = 4х - х2, осью Ох и прямой, проходящей че­
рез точки (4; 0) и (1; 3).
4) параболой у = Зх2, осью Ох и прямой, проходящей через 
точки (-3; 0) и (-1; 3);
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5) параболами у = 6х2, у = (х - 3)(х - 4) и осью Ох;
6) параболами у = 4 - х2, у = (х - 2)2 и осью Ох.

378. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) графиком функции у = sinx, отрезком [0; л] оси Ох и
прямой, проходящей через точки (0; 0) и 1 11;

2) графиками функций ?/ = sinx, у = cosx и отрезком 0; 
оси Ox; L
3) графиками функций у = л/х , у = (х - 2)2 и осью Ох;
4) графиками функций у = х3, у = 2х - х2 и осью Ох.

л
2

379. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) параболой у = 9 - х2, прямой у = 7 - х и осью Ох;
2) параболой у = х (4 - х), прямой у = 3 и осью Ох;
3) параболами у = (х - 2)2, у = (х + 2)2, прямой у = 1 и осью 
Ох;
4) параболами у = (х + 2)2, у = (х - З)2, осью Ох и прямой,

380. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) параболой у = х2 - 4х + 3 и осью Ох; $
2) графиком функции у = cosx, прямыми х=—, х = л и 
осью Ох.

проходящей через точки (-1; 1) и (1; 4);
Уз 
о и отрезком5) графиком функции у = sinx, прямой у=

[0; л] оси Ох;
6) графиком функции у = cosx, прямой у= 1.

2 и отрезком

— —; - оси Ох.
2 2.

381. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) параболой у = 6х - х2 и прямой у = х + 4;
2) параболой у = 4 - х2 и прямой у = х + 2.

382. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) параболой у = (х + 2)2 и прямой у = х + 2;
2) графиком функции у = Jx и параболой у = х2;
3) графиком функции у = Vx и прямой у = х;
4) параболой у = (х - I)2 и прямой у = 5 + х;
5) прямой z/=l, осью Оу и графиком функции z/ = sinx,
0< х<

2
383. Найти площадь фигуры, ограниченной:

1) параболой у = —х2 + 4х - 3 и прямой, проходящей через 
точки (1; 0) и (0; -3);
2) параболой у = -х2 и прямой у =-2;
3) параболами у = 1 - х2 и у = х2 - 1;
4) графиком функции у = х3 и прямыми у = 1 и х = -2;
5) прямой у = х и графиком функции у = х3, -1 < х < 0;
6) параболами у = х2 - 2х и у = -х2.
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§ о. Применение интегралов для решения 
физических задач

Ш 1. Нахождение пути по заданной скорости
Пусть точка движется со скоростью u(i). Нужно найти 

путь s, пройденный точкой от момента t = а до момента t = Ъ. 
Обозначим через s(i) путь, пройденный точкой за время t от 
момента а. Тогда s'(£) = v(t), т. е. s(t) — первообразная для 
функции v(t). Поэтому по формуле Ньютона—Лейбница найдём 

ъ
s(b)-s(a) = v(t) dt. Так как s(a) = О, то искомый путь равен

а
Например, если точка движется со скоростью v(t) = 

= 2t + 1 (м/с), то путь, пройденный точкой за первые 10 с, по 
10

формуле (1) равен s= f (2f + 1) = (^2 + t)|^° = 110 (м).
о

ШВ 2. Вычисление работы переменной силы
Пусть тело, рассматриваемое как материальная точка, дви­

жется по оси Ох под действием силы F(x), направленной вдоль 
оси Ох. Вычислим работу силы при перемещении тела из точ­
ки а в точку Ь.

Пусть А(х) — работа данной силы при перемещении тела из 
точки а в точку х, где х Е [а; &]. При малом h силу F на отрез­
ке [х; х + й] можно считать постоянной и равной Г(х). Поэтому 
А(х + h) - А(х) ~ F(x)h, т. е.

А(х + h)~ А(х) 
h

При h, стремящемся к нулю, получаем, что А'(х) = F(x), т. е. 
А(х) — первообразная для функции F(x). По формуле Ньютона— 

ъ
Лейбница получаем A(b) = $F(x)dx, так как А(а) = 0.

а
Итак, работа силы F(x) при перемещении тела из точки а 

в точку Ъ равна ъ
A=^F(x)dx. (2)

а
Заметим, что если сила F выражается в ньютонах (Н), 

а путь — в метрах, то работа А — в джоулях (Дж).
Задача. Вычислить работу силы F при сжатии пружины на 

0,08 м, если для её сжатия на 0,01 м требуется сила 10 Н.
> По закону Гука сила F пропорциональна сжатию пружины, 
т. е. F = kx, где х — сжатие (в м), k — постоянная. Из условия
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задачи находим k. Так как при х = 0,1 м сила F = 10 Н, то 
F

k = — = 1000. Следовательно, F = kx = ЮООх, и по формуле (2),
где F(x) = ЮООх, получаем

0,08 2
j ЮООх dx = ЮООу 
о

0,08

О
= 3,2 (Дж). ◄

Упражнения
384. Тело движется прямолинейно со скоростью v(t) (м/с). Вы­

числить путь, пройденный телом за промежуток времени от 
£ = до t = t2, если:
1) v(t) = 3t2 + 1, £х = 0, t2 = 4;
2) v(t) = 2t2 + t, tY =1, t2 = 3;
3) v(t) = 6t2 + 4, tY = 2, t2 = 3;
4) v(t) = t2 - t + 3, £x = 0, t2 = 5.

385. Скорость прямолинейно движущегося тела v(t) = 4t - t2. Вы­
числить путь, пройденный телом от начала движения до 
остановки.

§ 6. Простейшие дифференциальные 
уравнения

йй До сих пор мы рассматривали уравнения, в которых неиз­
вестными являлись числа. Однако в математике и её приложе­
ниях приходится рассматривать уравнения, в которых неизвест­
ными являются функции.

Задача о нахождении пути s(t) по заданной скорости v(t) 
сводится к решению уравнения s'(t) = v(t), где v(f) — заданная 
функция, a s(£) — искомая функция.

Это уравнение содержит производную неизвестной функ­
ции s(t). Такие уравнения называют дифференциальными.

Задача 1. Решить дифференциальное уравнение г/' = х+1.
> Требуется найти функцию у(х), производная которой равна 
х+1, т. е. найти первообразную функции х+1. По правилам на- 

х2хождения первообразных получаем у = — + х + С, где С — про­
извольная постоянная. ◄

Решение дифференциального уравнения вида у' = f(x) на­
ходится неоднозначно (с точностью до постоянной С). Обычно 
к дифференциальному уравнению добавляется условие, из кото­
рого постоянная С однозначно определяется.

Задача 2. Найти решение у(х) дифференциального уравне­
ния у' = cosx, удовлетворяющее условию г/(0) = 1.
> Все решения этого уравнения записываются формулой z/(x) = 
= sinx + С. Из условия у(0) = 1 находим sinO + С = 1, откуда С = 1.

Ответ. z/=l + sinx. ◄
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Рассмотрим задачу о размножении бактерий.
Экспериментально установлено, что при определённых 

условиях скорость размножения бактерий пропорциональна их 
количеству.

Пусть m(i) — масса всех бактерий в момент времени t, тог­
да т'(£) — скорость их размножения. По условию 

m'(t) = km(t), (1)
где k — заданная постоянная, зависящая от вида бактерий и 
внешних условий. Уравнение (1) является дифференциальным 
уравнением, описывающим закон размножения бактерий.

Покажем, что функции 
zn(i) = Cekt, (2)

где С — постоянная, являются решениями уравнения (1). В са­
мом деле, (Cekt)' = Ckekt = k(Cekt). Можно показать, что форму­
ла (2) содержит все решения уравнения (1).

Пусть известна масса ти0 бактерий в момент времени t0, т. е. 
m(i0) = т0. (3)

Тогда из равенств (2) и (3) получаем т0 = Cekto, откуда 
С = moe~kto и 

m(t) = тоещ~г^ 
даёт искомое решение дифференциального уравнения (1) при на­
чальном условии (3).

К решению дифференциального уравнения сводится задача 
о радиоактивном распаде.

Эксперименты показывают, что скорость распада радиоак­
тивного вещества пропорциональна имеющемуся количеству это­
го вещества.

Следовательно, если m(i) — масса вещества в момент вре­
мени t, то 

m\t) = -km(t), (4)
где k — положительная постоянная.

Знак « —» в уравнении (4) обусловлен тем, что m(t) > О, 
a m'(t) < 0, так как с течением времени количество вещества 
уменьшается.

Как и для уравнения (1), проверяется, что функции
тп(£) = Ce~kt (5)

являются решениями уравнения (4). Если задано начальное 
условие

m(i0) = т0, (6)
то из равенств (5) и (6) имеем С = moekto. Следовательно, функция 

m(t) = тое~к(*~^ (7)
является решением дифференциального уравнения (4) при на­
чальном условии (6).
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Заметим, что на практике скорость распада радиоактивно­
го вещества характеризуется периодом полураспада, т. е. про­
межутком времени, в течение которого распадается половина 
исходного вещества.

Пусть Т — период полураспада, тогда из равенства (7) при 
t = t0 + Т находим = moe kT, откуда е kT = ^, kT = In 2, k = 

Подставляя найденное значение k в формулу (7), получаем
-1±^1п2

m(£) = тое Т , или m(t) = т02 Т .
-t

В частности, если £0 = 0, то m(t) = m02T .
В практике часто встречаются процессы, которые периоди­

чески повторяются, например колебательные движения маятни­
ка, струны, пружины и т. д.; процессы, связанные с переменным 
электрическим током, магнитным полем и т. п. Решение многих 
таких задач сводится к решению дифференциального уравнения 

у" + ы2у = 0, (8)
где о — заданное положительное число.

Уравнение (8) называют уравнением гармонических коле­
баний.

Решениями уравнения (8) являются функции coscox и 
sin сох, а любое решение этого уравнения можно записать в виде 

у = Cr cos сох + С2 sin сох. (9)
Если заданы значения функции у(х) и её производной у'(х) 

в точке х = х0, то этими условиями определяется единственное 
решение уравнения (8).

Задача 3. Найти решения уравнения
у" + 4 г/ = О, если г/(0) = 0, г/'(0) = 1.

> Решения данного уравнения согласно формуле (9) имеют вид 
у = Сг cos 2х + С 2 sin 2х.

Используя условия задачи, получаем 0 = CxcosO + C2sin0,

откуда Сх = О, 1 = C22cosO, т. е. С2 = . Следовательно,

у = ^sin2x. ◄

Упражнения
Решить дифференциальное уравнение (386—387).

386. | 1) г/' = 3-4х;
3) г/' = Зе2х;

387. 1) у’ = 3sinx;
3) у' = 4х3 - 2cosx;

2) у' = 6х2 - 8х + 1;
4) у' = 4cos2x.
2) у' = cosx - sinx;
4) у' = Зх2 - 4е2х.
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388. Найти решение дифференциального уравнения, удовлетво­
ряющее данному условию:
1) у' = sinx, i/(0) = 0;
2) у' = 2cosx, z/(x) = 1;
3) у' = Зх2 + 4х - 1, 1/(1) = -2;
4) у' = 2 + 2х - Зх2, t/(—1) = 2;
5) у' = ех, z/(l) = l;
6) у' = е~х, i/(0) = 2.

389. Показать, что функция у = С1 еюх + С2 е юх при любых зна­
чениях Сх и С2 является решением уравнения у" - <х>2у = 0.

Упражнения к главе IV

390. Для функции Дх) найти первообразную, график которой 
проходит через точку М, если:
1) f(x) = cosx, М(0; -2); 2) /(x) = sinx, ЛД-л; 0);
3) Дх) = -^=, М(4; 5); 4) Дх) = ех, М(0; 2);

yJX
5) Дх) = Зх2 + 1, М(1; -2); 6) Дх) = 2 - 2х, М(2; 3).

391. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:
1) у = 4х , х = 1, х = 4, у = 0; 2) у = cosx, х = 0, х=^,г/ = О;

3) у = х2, у = 2 - х;
4) у = 2х2, у = 0,5х + 1,5;
5) у = л/х , х = -8, х = -1, у = 0;
6) у = Д-, х = -3, х = -1, у = 0.

Упражнения к главе IV

Вычислить интеграл (392—394).
2 2 3

392. 1) j2dx; 2) j (3 - x) dx; 3) J(x2 - 2x) dx;
-1 -2 i
1 8 2

4) | (2х - Зх2) dx; 5) j^xdx; 6) fe
J Vй

-1 i 1x
п 71
2 2

7) jsinxdx; 8) J cos x dx.

0 71
2

1 1 4
393. 1) j(5x4 - 8х3) dx; 2) j(6x3-5x)dx; 3) JV^3 - dx;

0 -i i
8 3 6

4) J4^xll~— jdx; 5) J^x + 1 dx; 6) j^2x - 3 dx.
i 0 2
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71

394. 1) |j cos (x + dx;

о
з

3) j3sin (3x - 6) dx;
i

з
4) Jscos (4x - 12) dx. 

о

Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями 
(395—396).

395. 1) у = у = 4х, х = 1, у = 0; 2) у = -j, у = х, х = 2, у = 0;

3) у = х2 + 1, у = х + 1; 4) у = х2 + 2, у = 2х + 2.

396. 1) у = х2 - 6х + 9, у = х2 + 4х + 4, у = 0;
2) у = х2 + 1, у = 3 - х2;
3) у = х2, у = 2л/2х; 4) у = >/х , у = ^4 - Зх , у = 0.

397. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) параболой у = х2 - 2х + 2, касательной к ней, проходя­
щей через точку пересечения параболы с осью Оу, и пря­
мой х = 1;
2) гиперболой у = — , касательной к ней, проходящей через 

х
точку с абсциссой х = 2, и прямыми у = 0, х = 6.

398. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:
1) у = х3 - Зх2 - 9х + 1, х = 0, у = 6, х = 1;
2) у = х4 - 2х2 + 5, у = 1, х = 0, х = 1.

399. При каком значении k площадь фигуры, ограниченной 
параболой у = х2 + рх, где р — заданное число, и прямой 
у = kx + 1, наименьшая?

400. При нагрузке на пружинную рессору была совершена рабо­
та 600 Дж. Каким при этом было сжатие I рессоры, если 
известно, что при нагрузке 16000 Н она сжималась на 
2 см?

401. Скорость впитывания воды в почву в течение первых 
2—3 часов определяется формулой V(t) = где t — 
время в минутах, V1 = 1,8 см/мин — скорость впитывания 
воды в конце первой минуты, а — коэффициент затухания 
скорости впитывания (для большинства почв 0,3 < а < 0,8). 
Найти толщину h слоя воды, впитывающейся в почву за 
2 часа, если а = 0,4.

402. ] Какую работу нужно совершить, чтобы поднять тело мас­
сой т с поверхности Земли (её радиус R) на высоту /г?
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403?] В цилиндрическом сосуде с подвижным поршнем находит­
ся газ, который медленно расширяется (в результате тепло­
обмена температура газа Т остаётся постоянной). Найти ра­
боту силы давления газа при его расширении от объёма V\ 
до объёма V2, если в сосуде находится о молей газа.

404. При прохождении через защитную стенку атомного реак­
тора нейтроны частично поглощаются ядрами материала 
стенки. Пусть F(x) — поток нейтронов, прошедших через 
стенку толщиной х.
1) Составить дифференциальное уравнение для функции 
F(x), если известно, что часть потока, поглощённая мате­
риалом стенки толщиной Дх, пропорциональна величине 
самого потока (коэффициент пропорциональности ст0 назы­
вается постоянной поглощения нейтронов).
2) Найти решение полученного дифференциального урав­
нения.
3) Определить, какой должна быть толщина стенки, чтобы 
уменьшить поток в 2 раза.

Вопросы к главе IV

1. Что называется первообразной для функции у = f(x) на 
некотором интервале?

2. Как задать все первообразные функции у = f(x), если F(x) — 
одна из них?

3. Записать формулы первообразных для функций

у = хр (р -1), у = (х > 0, х < 0), у = ех, у = sinx, у = cosx.
4. Перечислить правила нахождения первообразных.
5. Привести пример криволинейной трапеции.
6. Какую фигуру называют криволинейной трапецией?
7. Записать формулу Ньютона—Лейбница.
8. Привести пример фигуры, площадь которой можно 

ь
вычислить по формуле S = J(—/(х)) dx.

а
9. Привести пример фигуры, площадь которой можно 

ъ
вычислить по формуле <8 = j(4(*) “ А(*))dx-

а
10. Как с помощью интеграла найти путь по заданной скоро­

сти, вычислить работу переменной силы?

111.| Какую сумму называют интегральной суммой функции 
у = /(х) на отрезке [а; Ь]?
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12 . Что называют определённым интегралом от функции 
у = Дх) на отрезке [а; &]?

13 .J Какое уравнение называют уравнением гармонического ко­
лебания? Как записывается его решение?

Проверь себя!

1. Показать, что F(x) = е2х + х3 - cosx является первообразной 
для функции Дх) = 2е2х + Зх2 + sinx на всей числовой прямой.

2.

3.

4.

Для функции Дх) = Зх2 + 2х - 3 найти первообразную, 
график которой проходит через точку Af(l; -2).

Вычислить:
К

2 3 2 л
1) ^2x2dx; 2) 3) Jcos2xdx; 4) Jsinxdx.

i 2x о д.
2

Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = х2 + 
+ х - 6 и осью Ох.

1. Для функции /(x) = ex-3sinx найти первообразную, график 
которой проходит через точку А(0; 2).

2. Вычислить: 
4 1

1) [Jxdx; 2) Г—?— dx.
J J Зх + 1
10 2

3. Изобразить фигуру, площадь которой равна f(2x- x2)dx, и 
вычислить эту площадь.

4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
у = 2 + 4х - х2 и у = х2 - 2х + 2.

5. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = х2 + 1 
и касательными к ней, проведёнными из точки (0; -3).

Историческая справка
Несмотря на то что интегральное исчисление появилось 

в XVII в., его истоки можно обнаружить в глубокой древности. 
Так, в Московском папирусе, возраст которого около 4000 лет, 
описывается алгоритм вычисления объёма усечённой пирамиды 
с квадратными основаниями и ставятся проблемы нахождения 
общих приёмов вычисления площадей криволинейных фигур 
и объёмов различных тел.
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Метод древнегреческого учёного Евдокса Книдского, назван­
ный впоследствии методом исчерпывания, позволял достаточно 
точно вычислять площади любых фигур на основе неявного ис­
пользования предельных переходов. Суть этого метода, например 
для вычисления площадей плоских фигур, заключается в следу­
ющем. В фигуру вписываются и вокруг неё описываются много­
угольники, число сторон которых увеличивается. Находится пре­
дел, к которому стремятся площади этих многоугольников; его 
и принимают за площадь рассматриваемой фигуры. Сложность 
применения этого метода в том, что для каждой фигуры надо 
было искать свой способ вычисления предела. В древности этим 
методом пользовались Архимед и Евклид. В дальнейшем раз­
витие методов, которые применяли древнегреческие учёные при 
вычислении площадей и объёмов, привело к понятию интеграла.

В XVII в. немецкий математик и астроном И. Кеплер, от­
крывший законы движения планет, одним из первых попытал­
ся возродить метод вычисления площадей и объёмов, идущий 
от Евдокса и развитый Архимедом. Кеплер вычислял площади 
плоских фигур и объёмы тел, основываясь на идее разбиения 
фигур и тел на большое число малых частей, которые он на­
зывал «тончайшими кружочками» или «частями крайне малой 
ширины». Затем суммировал площади (или объёмы) полученных 
при разбиении фигур (тел).

В отличие от Кеплера итальянский математик Б. Каваль­
ери (1598—1647) в книге «Геометрия неделимых», деля фигуру 
(тело) параллельными прямыми (плоскостями), считал эти ли­
нии (плоскости) лишёнными всякой толщины, однако «склады­
вал» их для нахождения площади фигуры (объёма тела). Под по­
нятием «все линии» Кавальери понимал то же, что мы сегодня 

ь
понимаем под ]7(х) dx. 

а
Труды Кеплера, Кавальери и других учёных послужили ос­

новой, на которой Ньютон и Лейбниц выстроили теорию инте­
грального исчисления. Развитие этой теории продолжили Эйлер 
и П. Л. Чебышев (1821—1894). В частности, Чебышев разрабо­
тал способы интегрирования отдельных классов иррациональных 
функций.

Определение интеграла как предела интегральных сумм 
принадлежит О. Коши. Знак интеграла ввёл Лейбниц. Термин 
«интеграл» (от лат. integer — целый) впервые был предложен 
И. Бернулли.
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Глава V
Комбинаторика

Математическая истина независимо от 
того, в Париже или в Тулузе, 

одна и та же.

Б. Паскаль

Людям разных специальностей на работе 
и в жизни приходится решать задачи, в которых со­
ставляются комбинации из предметов, букв, цифр и 
др. Например, завуч школы при составлении распи­
сания комбинирует варианты уроков на неделю для 
каждого класса и для каждого учителя; дизайнер 
перебирает различные драпировки мебели, под­
ходящие под определённую окраску стен; любой 
человек планирует последовательность выполнения 
обязательных дел.

Область математики, в которой изучаются 
вопросы подсчёта комбинаций (соединений), со­
ставленных из заданных объектов и подчинённых 
тем или иным условиям, называется комбина­
торикой.

Комбинаторные занимательные задачи реша­
ли ещё в древности. Многие старинные игры (ма­
гические и латинские квадраты, шахматы) требо­
вали от игроков мысленных переборов возможных 
ходов, т. е. фактически заставляли решать комби­
наторные задачи. Интересные комбинаторные за­
дачи решали и в Средние века. Например, в «Кни­
ге абака» (автор Фибоначчи, XIII в.) встречается 
такая задача: «Найти наименьшее число гирь, до­
статочное для взвешивания любого товара весом 
от 1 до 40 фунтов».

Однако рождением комбинаторики считают 
XVI—XVII вв., когда в Европе распространились 
азартные игры (кости, карты) и знатные игроки 
стали обращаться к математикам за помощью (на­
деясь на подсказку в комбинации удачных ходов, 
наборе выигрышных карт, ставок). Математики 
увлеклись наблюдением за азартными играми, ста­
ли находить в случайных событиях определённые
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закономерности. Так одновременно с теорией вероятностей зарож­
далась и комбинаторика (как аппарат решения вероятностных задач).

Во второй половине XX в. комбинаторика стала бурно развиваться 
в связи с повышением во всём мире интереса к проблемам дискретной 
математики. Таким образом, начав с анализа головоломок и азартных 
игр, комбинаторика оказалась полезной для решения практических задач 
почти всех разделов математики. Комбинаторные методы стали приме­
няться в статистике, генетике, лингвистике, при решении транспортных 
задач, в информатике, при создании и декодировании шифров и т. д.

В основной школе вы знакомились с простейшими комбинатор­
ными задачами, решаемыми с помощью правила произведения. Вы 
могли уже решить, например, такую задачу: «Сколько различных зна­
ков можно закодировать с помощью комбинаций из точек и тире (аз­
бука Морзе), если в коде может быть не более 5 символов?» (Ответ. 
2 + 22 + 23 + 24 + 25 = 62.) Узнали, что такое перестановки.

В этой главе вы повторите ранее изученные комбинаторные по­
нятия, узнаете новые виды соединений (размещения и сочетания), 
поймёте, чем по сути являются биномиальные коэффициенты в раз­
ложениях степеней двучлена (с формулой бинома Ньютона вы первый 
раз встречались в 10 классе при изучении многочленов). Полученные 
при изучении этой главы знания и умения помогут вам решать зада­
чи следующей главы, посвящённой введению в теорию вероятностей.

Напоследок заметим, что эта глава начинается с темы «Матема­
тическая индукция», которая по программе обязательной не является. 
Но мы советуем всем, кто интересуется математикой, познакомиться 
с ней. Изложенный в первом параграфе главы метод математической 
индукции — интереснейший метод доказательства истинности утверж­
дений, справедливых для всех натуральных чисел.

§ 1. Математическая индукция
Рассмотрим значения квадратного трёхчлена п2 + п + 41 при 

п = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 14. Они соответственно равны 43, 47,
53, 61, 71, 83, 97, ..., 251. Все полученные числа простые. На­
прашивается вывод, что при любом натуральном п число

A^ = n2 + n + 41 (1)
является простым.

Вывод, сделанный на основании проверки большого числа 
примеров, называют утверждением по неполной индукции1. Одна­
ко нельзя быть абсолютно уверенным, что высказанное таким об­
разом утверждение справедливо при других, непроверенных зна­
чениях п. Так, например, значение рассмотренного квадратного

1 Индукция (от лат. inductio — наведение) — умозаключение от 
фактов к общему утверждению.
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трёхчлена (1) при п = 41 равно 412 + 41 + 41 = 41(41 + 1 + 1) = 
= 41 • 43, т. е. не является простым числом.

Для строгого доказательства утверждений на множестве на­
туральных чисел используют метод полной математической 
индукции (кратко метод математической индукции). Покажем 
его применение на примерах.

Задача 1. Доказать, что неравенство
2п > п (2)

справедливо для любого натурального п.
> Заметим, что 21 > 1, т. е. неравенство (2) справедливо при п = 1.

Предположим, что неравенство (2) справедливо для некото­
рого натурального п. Докажем, что тогда из этого предположе­
ния следует справедливость аналогичного неравенства для следу­
ющего натурального числа п + 1, т. е. что 2ra + 1 > п + 1. Умножив 
обе части верного по предположению неравенства (2) на положи­
тельное число 2, получим верное неравенство 2 • 2п > 2 • п, т. е.

2п + 1>2п. (3)
Но 2п = п + п>п + 1, так как re > 1. Поэтому из верного неравен­
ства (3) следует верное неравенство 2п + 1>п + 1.

Итак, при п = 1 формула (2) верна. По доказанному она 
верна и для следующего натурального числа п = 2. А так как 
формула (2) верна при п = 2, то по доказанному она верна и при 
п = 3, поэтому она верна и при п = 4 и т. д., т. е. при всех на­
туральных п. ◄

Таким образом, способ доказательства методом полной ма­
тематической индукции состоит в следующем:

Пусть требуется доказать, что некоторое утверждение спра­
ведливо для любого натурального числа п. Если:
1) проверена справедливость утверждения при п = 1;
2) доказано, что если это утверждение верно для некоторого 
натурального числа п, то оно верно и для следующего за 
ним натурального числа п + 1, 
тогда делается вывод, что данное утверждение верно для 
п = 2, п = 3 и т. д., т. е. для любого натурального п.

Задача 2. Доказать, что для любого натурального п спра­
ведливо равенство 

2 2
I3 + 23 + З3 + ... + и3 = п + • (4)

> Воспользуемся методом математической индукции.
]2/| I 1)2

1) При п = 1 равенство (4) верно: I3 = 1

2) Докажем, что если равенство (4) верно для некоторого 
натурального числа п, то оно верно и для п +1, т. е. верно ра­
венство
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2 2
Г3 + 23 + З3 + ... + n3 + (n + I)3 = (/l + 1)^(re + 2) . (5)

Прибавляя к обеим частям верного по предположению ра­
венства (4) число (и + I)3, получаем верное равенство

2 2I3 + 23 + З3 + ... + п3 + (и + I)3 = п + 1} + (п + I)3. (6)

Преобразуем правую часть этого равенства к виду правой 
части равенства (5):

2, , 1Ч2 /2 Аi-?itiL+(n+i)3-(n+i)2k+n+i _
4 4 )

(п + 1)2(п2 + 4п + 4) (п + 1)2(п + 2)2
4 4

Поэтому из справедливости для некоторого натурального п 
равенства (4) следует справедливость равенства (5). Учитывая, 
что равенство (4) верно и при п = 1, делаем вывод, что равен­
ство (4) справедливо при любом натуральном п. ◄ ВЯ

Упражнения
Методом математической индукции доказать, что для любо­
го натурального п справедливо равенство (405—406):

1405.1 1) 1 + 3 + 5 + ... + (2п - 1) = п2;
2) 3 + 5 + 7 + ... + (2n + 1) = п(п + 2);
3) 1 + 2 + 4 + ... + 2га-1 = 2” - 1;
4) 3 + 9 + 27 + ... + 3" = | (3" - 1).

|ЭД1) 12 + 22 + з2 +... + п2 = га(га +1}6(2п +1};

2) I3 + 23 + З3 + ... + п3 = <п + 1)2га2;
4

3) I3 + З3 + 53 + ... + (2тг - I)3 = п\2п2 - 1);
4) 12 - 22 + 32 - 42 + ... + (-l)"“1-n2 = (-l)n"1- -(п2+1).

[407?| Методом математической индукции доказать:
1) формулу суммы Sn первых п членов арифметической 

2а, + (ra-l)d „прогрессии Sn = —-— --------- п, где аА — первый член, а —

разность арифметической прогрессии;
2) формулу суммы Sn первых п членов геометрической про- 

„ &г(9п-1)грессии Sn = —’ где — первый член, q — знаме­

натель геометрической прогрессии, <?#1.

408. Доказать, что при любом натуральном п число:
1) 62га—1+ 1 делится на 7; 2) 4n+15n-l делится на 9.
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§ 2. Правило произведения. 
Размещения с повторениями

В основной школе решались элементарные комбинаторные 
задачи, связанные с составлением и подсчётом различных со­
единений (комбинаций) из имеющихся элементов. Было сфор­
мулировано правило произведения, упрощающее подсчёт числа 
определённых соединений.

Правило произведения
Если существует п вариантов выбора первого элемента и 
для каждого из них имеется т вариантов выбора второго 
элемента, то существует п • т различных пар с выбранными 
первым и вторым элементами.
Задача 1. Сколько различных двузначных чисел можно 

записать с помощью цифр 0, 2, 4, 6, 8?
> В качестве первой цифры числа может быть выбрана любая 
из цифр 2, 4, 6, 8 (п = 4). Второй цифрой может служить любая 
из данных цифр 0, 2, 4, 6, 8 (т = 5).

Согласно правилу произведения число всевозможных дву­
значных чисел, составленных из предложенных цифр, равно 
п • т = 4 • 5 = 20. ◄

Задача 2. В школьной олимпиаде по математике победите­
лями оказались 3 человека, в олимпиаде по физике — 2 челове­
ка, в олимпиаде по химии — 4 человека. На районные олимпи­
ады по математике, физике и химии школа должна направить 
по одному учащемуся из числа победителей школьных туров по 
трём предметам. Сколькими способами можно это сделать?
> Согласно правилу произведения одного участника на олимпи­
аду по математике и одного участника на олимпиаду по физи­
ке можно выбрать 3-2 = 6 способами. К каждой из полученных 
6 пар можно присоединить любого из четырёх победителей олим­
пиады по химии. Таким образом, троих человек для участия 
в названных трёх олимпиадах согласно правилу произведения 
можно выбрать 6 • 4 = 24 способами. ◄

Решение задачи 2 показало, что правило произведения мо­
жет быть применено неоднократно для подсчёта соединений из 
трёх, четырёх и т. д. элементов, выбираемых из определённых 
множеств с конечным числом элементов.

Задача 3. Сколько различных четырёхбуквенных слов мож­
но записать с помощью букв «м» и «а»? (Словом в комбинато­
рике называют любую последовательность букв.)
О Каждая из четырёх букв составляемого слова последовательно 
выбирается из имеющихся двух букв. Применив трижды правило 
произведения, найдём число составляемых четырёхбуквенных слов: 

2 • 2 • 2 • 2 = 24 = 16. ◄
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ГЭ^1 Заметим, что среди образуемых в задаче 3 слов были, напри­
мер, слова «мммм» и «ммма», отличающиеся друг от друга набо­
рами (составом) букв. Были, например, и слова «ааам» и «аама», 
отличающиеся друг от друга порядком расположения в них букв.

Определение
Соединения, содержащие п элементов, выбираемых из эле­
ментов т различных видов, и отличающиеся одно от друго­
го либо составом, либо порядком следования в них элемен­
тов, называют размещениями с повторениями из т по п.
Число всевозможных размещений с повторениями из пг 

по п обозначают Ат (А — первая буква французского слова 
arrangement — размещение, приведение в порядок) и читают: 
«Число размещений с повторениями из эм по эн» или «А с чер­
той из эм по эн».

Так, в задаче 3 было найдено
А$ = 16.

Можно доказать, что для любых натуральных т и п верно 
равенство

Апт = тп. (1)
Доказательство формулы (1) проведём с помощью матема­

тической индукции по п — числу элементов в размещении при 
фиксированном т.

1) При п = 1 очевидно, что
А}п = т,

так как каждое размещение состоит из одного элемента и раз­
личные размещения получаются только из разных элементов, 
число видов которых равно т.

2) Предположим, что формула (1) верна для некоторого п. 
Докажем, что она верна и для п + 1, т. е. справедлива формула

Апт+1 =тп + \

Рассмотрим любое размещение (с повторениями), состоящее 
из п элементов, и присоединим (припишем) к нему элемент одного 
из имеющихся т видов. Получится размещение из (п + 1) элемен­
тов. При этом очевидно, что из каждого размещения, состоящего 
из п элементов, получается столько размещений по (п + 1) элемен­
там, сколько имеется различных видов элементов, т. е. т разме­
щений. Действуя таким способом, мы не упустим ни одного воз­
можного размещения по (и + 1) элементам и ни одного не получим 
дважды. Поэтому число размещений с повторениями из т видов 
элементов по (п + 1) элементам в каждом выборе будет в т раз 
больше, чем число размещений с повторениями из т по п, т. е.

= тпАпт =т ■ m'l = mn + 1.

Тем самым формула (1) доказана, йй
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Задача 4. В двоичной системе счисления, применяемой 
в ЭВМ, используют два символа: 0 и 1. В некоторой ЭВМ каж­
дое машинное слово записывается в памяти с помощью этих 
символов в 16 пронумерованных разрядах. Сколько различных 
машинных слов можно записать в этих разрядах?
О В каждом из 16 разрядов может стоять один из двух сим­
волов. Очевидно, число различных машинных слов равно 
А^ = =21б = 65 536 руд

Упражнения

409. Сколько разных трёхзначных чисел, не имеющих одинако­
вых цифр, можно записать с помощью цифр:
1) 1, 2 и 3; 2) 1, 2, 3 и 4?

410. Сколько разных трёхзначных чисел можно записать с по­
мощью цифр:
1) 6, 7 и 8; 2) 6, 7, 8 и 9?

411. Сколько разных двузначных чисел можно записать, исполь­
зуя цифры 1, 2, 3 и 4?

412. Путешественник может попасть из пункта А в пункт С, про­
ехав через пункт В. Между пунктами А и В имеются три 
автодороги, а между пунктами В и С — железнодорожное 
и речное сообщения. Сколько существует различных марш­
рутов между пунктами А и С?

413. Сколькими способами могут быть распределены золотая 
и серебряная медали по итогам первенства страны по фут­
болу, если число участвующих в первенстве команд рав­
но 16?

414. Сколькими способами можно составить расписание уроков 
на один день из шести разных учебных предметов?

415. В классе 20 учащихся. Необходимо выбрать из их числа 
старосту, физорга и культорга. Сколькими способами можно 
осуществить этот выбор, если один ученик может занимать 
только одну должность?

416. В одной из стран автомобильные номера из четырёх цифр 
(нуль может стоять и на первом месте) записываются на 
пластинках пяти различных цветов (каждый из пяти шта­
тов этой страны имеет номера своего цвета). Какое наиболь­
шее число пластин с номерами может быть выдано автовла­
дельцам в этой стране?

417. Десять участников конференции обменялись визитными 
карточками (каждый вручил свою карточку другим участ­
никам). Сколько всего карточек было роздано?
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418. Десять участников конференции обменялись рукопожатия­
ми (каждый пожал руку каждому). Сколько всего рукопо­
жатий было сделано?

419. Сколько различных шифров можно набрать в автоматиче­
ской камере хранения, если шифр составляется с помощью 
любой из тридцати букв русского алфавита с последующим 
трёхзначным числовым кодом?

420. Сколько имеется семизначных натуральных чисел, в кото­
рых все цифры, стоящие на нечётных местах, различны?

421. Сколько нечётных четырёхзначных чисел можно записать 
с помощью цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, если любую из них 
можно использовать в записи числа не более одного раза?

§ 3. Перестановки

Задача 1. Сколькими способами можно поставить рядом на 
полке четыре различные книги?
[> На первое место можно поставить любую из четырёх книг, 
на второе — любую из трёх оставшихся, на третье — любую из 
двух оставшихся и на четвёртое место — последнюю оставшуюся 
книгу. Применяя последовательно правило произведения, полу­
чим 4 • 3 • 2 • 1 = 24, т. е. книги можно поставить 24 способами. ◄

В этой задаче фактически было найдено число всевозмож­
ных соединений из четырёх элементов, которые отличались одно 
от другого порядком расположения этих элементов. Такие со­
единения называют перестановками.

Определение
Перестановками из п различных элементов называются 
соединения, которые состоят из имеющихся п элементов 
и отличаются одно от другого только порядком их распо­
ложения.

Число перестановок из п элементов обозначают Рп (Р — 
первая буква французского слова permutation — перестановка) 
и читают «пэ энное».

В задаче 1 было найдено Р4 = 24.
Последовательно применяя правило произведения, можно 

получить формулу числа перестановок Рп из п различных эле­
ментов:

Рп = п(п - 1)(п - 2) •... • 3 • 2 • 1 = 1 • 2 • 3 •... • (п - 2)(и - 1)и.
Произведение первых п натуральных чисел обозначают п\ 

(читается «эн факториал»), т. е. п\ = 1 • 2 • 3 • ... • (п - 1) • п, при­
чём, по определению, 1! = 1. Таким образом,

Рп = п\ (1)
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Задача 2. Сколькими способами можно положить 10 раз­
личных открыток в 10 имеющихся конвертов (по одной открыт­
ке в конверт)?
> По формуле (1) находим

Р10 = 10! = 1 • 2 • 3 •... • 9 • 10 = 3 628 800. ◄
В рассмотренных задачах мы занимались перестановками 

различных элементов. Если же некоторые переставляемые эле­
менты будут одинаковыми, то всевозможных различных переста­
новок из них будет меньше — некоторые перестановки совпадут 
одна с другой. Например, переставляя буквы в слове «парк», 
получим 24 различных «слова» — перестановок из четырёх раз­
личных букв. Если же записать всевозможные перестановки из 
букв слова «папа» (среди которых две пары одинаковых букв), 
то их получится всего шесть:

папа, паап, ппаа, апап, аапп, аппа.
Обобщённо аналогичные задачи формируются следующим 

образом. Пусть имеются элементы тп различных видов. Требуется 
найти число перестановок, образованных из пх элементов перво­
го вида, п2 элементов второго вида, ..., пт элементов m-го вида.

Число таких перестановок с повторениями обозначают 
Рп , п , п Количество элементов в каждой из них равно 
п = пг + п2 + ... + пт. Очевидно, что если бы все элементы в пере­
становках были различны, то их число равнялось бы п\. При 
наличии же одинаковых элементов число перестановок будет 
меньшим числом. Выведем формулу для подсчёта числа пере­
становок с повторениями.
О Рассмотрим перестановку элементов

аа...аЪЪ...Ъ ... гг...г, (2)

п1 п2 пт

в которой последовательно записаны все элементы первого вида 
(их число равно п1), элементы второго вида (их число равно п2), 
..., элементы т-го вида (их число равно пт).

Элементы любого /?-го вида можно переставить друг с дру­
гом nkl способами. Но в связи с тем что эти элементы одинако­
вы, то перестановки из них ничем не отличаются одна от другой. 
Например, в перестановке «ппаа» ничего не изменится, если по­
менять местами первый со вторым и (или) третий с четвёртым 
элементами.

Перестановки элементов первого, второго, ..., т-го видов 
можно осуществлять независимо друг от друга. Поэтому соглас­
но правилу произведения элементы перестановки (2), не меняя 
её вида, можно переставлять друг с другом пг\ • п21 • ... • пт1 спо­
собами. Элементы любой другой перестановки (отличной от (2)), 
содержащей пг элементов первого вида, п2 элементов второго
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вида, пт элементов m-го вида, также можно переставлять 
п1 • ... • п2 • ... • пт\ способами, не меняя её вида. Значит, общее 
число перестановок с повторениями будет в nJ • п2\ •... • пт\ раз 
меньше, чем п\. Таким образом,

р _ _____
"Г "2’ -■ 1 ’

где п = пх + п2 + ... + пт. •
Заметим, что задача о подсчёте числа перестановок из букв 

слова «папа» сводилась к нахождению числа перестановок с по­
вторениями Р2,2'.

Р2>2 = (2±2)! = 24 = 6.
2!-2! 4

Задача 3. Слова и фразы с переставленными буквами назы­
вают анаграммами. Сколько анаграмм можно составить из слова 
«макака»?
> В слове из 6 букв «макака» буква «а» используется 3 раза, 
буква «к» — 2 раза, а буква «м» — 1 раз. Согласно формуле (3) 
число всевозможных анаграмм равно

(3 + 2 + 1)! 6! 4-5-6
3! • 2! 1! ~3!-2!- 2

= 60.

Упражнения
422. Найти значение:

1) Р6; 2) Р8; 3) Р7; 4) Р9.

423. Сколькими способами можно рассадить четверых детей на 
четырёх стульях в столовой детского сада?

424. Сколькими способами можно установить дежурство по одно­
му человеку в день среди семи учащихся группы в течение 
7 дней (каждый должен отдежурить один раз)?

425. Сколько пятизначных чисел, не содержащих одинаковых 
цифр, можно записать с помощью цифр 1, 2, 3, 4, 5 так, 
чтобы:
1) последней была цифра 4;
2) первой была цифра 2, а второй — цифра 3;
3) первыми были цифры 2 и 3, расположенные в любом по­
рядке.

426. Упростить форму записи выражений (/? — натуральное чис­
ло, k > 5):
1) 7!-8;
4) £!•(/? + 1);
7) (k - 2)! • (k - l)fe;

2) 16-15!; 3) 12!-13-14;
5) (k - 1)! • k; 6) (k - 1)! • k(k + 1);
8) (k - 5)! • (/г2 - Ik + 12).
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427. Упростить:

1) 19!.
18!’ 2) 22!.

20!’ 3) 6! 4!.
8! ’

4)
10! .

8! - 3!’ 5)
Рп + 2 .

Рп ’ 6)
Рп + 1 .

Рп + 3

7)
т\ • (т + 1).

(т + 2)! ’ 8)
(fe + 4)! • (fe + 5) 

(k + 6)!

если буквами k, т, п обозначены натуральные числа.

428. Решить уравнение относительно п\

1)
Рп

Рп + 1

1. 
з’

^ = 0,1;
Рп

3) ^-1-1 = 0
Рп + 1

429. Сколько различных «слов» можно составить, переставляя 
местами буквы в слове треугольник (считая и само это сло­
во)?

430. Сколько различных пятизначных чисел (не содержащих 
одинаковых цифр), не кратных пяти, можно составить из 
цифр 1, 2, 3, 4, 5?

431. Имеется 10 книг, среди которых:
1) 8 книг различных авторов и двухтомник одного автора, 
которого не было среди предыдущих восьми;
2) 7 книг разных авторов и трёхтомник восьмого автора. 
Сколькими способами можно расставить эти книги на пол­
ке так, чтобы книги одного автора стояли рядом?

432. Сколько анаграмм можно составить из слова:
1) клок; 2) окно; 3) драма; 4) банан; 5) шарабан;
6) кукушка; 7) математика; 8) тетраэдр?

433. На Новый год троим братьям родители купили в подарок 
6 различных книг и решили каждому подарить по 2 книги. 
Сколькими способами можно сделать эти подарки?

434. Когда X. Гюйгенс (1629—1695) открыл кольцо Сатурна, он 
составил следующую анаграмму:

ааааааа ссссс d еееее g h iiiiiii llll mm 

nnnnnnnnn oooo pp q rr s ttttt uuuuu.

Этими буквами записывается фраза «Annulo cingitur tenui, 
piano, nusquam cohaerente, ad eclipticam inclinato» («Окру­
жён кольцом тонким, плоским, нигде не подвешенным, 
наклонным к эклиптике»). Сколько различных анаграмм 
можно составить из букв зашифрованной Гюйгенсом фразы?
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§ 4. Размещения без повторений
Задача 1. Сколько различных двузначных чисел можно за­

писать с помощью цифр 1, 2, 3, 4 при условии, что в каждой 
записи нет одинаковых цифр?
О Перебором убедимся в том, что из четырёх цифр 1, 2, 3, 4 
можно составить 12 двузначных чисел, удовлетворяющих усло­
вию:

12, 13, 14,
21, 23, 24, 
31, 32, 34, 
41, 42, 43.

В записи двузначного числа на первом месте может стоять 
любая из данных четырёх цифр, а на втором — любая из трёх 
оставшихся. По правилу произведения таких двузначных чисел 
4-3 = 12. ◄

При решении задачи 1 из четырёх данных элементов (цифр 
1, 2, 3, 4) были образованы всевозможные соединения по два 
элемента в каждом, причём любые два соединения отличались 
друг от друга либо составом элементов (например, 12 и 24), либо 
порядком их расположения (например, 12 и 21). Такие соедине­
ния называют размещениями.

Определение
Размещениями из т элементов по п элементов (п < т) на­
зываются такие соединения, каждое из которых содержит п 
элементов, взятых из данных т разных элементов, и кото­
рые отличаются одно от другого либо самими элементами, 
либо порядком их расположения.

Иногда такие размещения называют размещениями без по­
вторений.

Число всевозможных размещений без повторений из т эле­
ментов по п элементов обозначают А'^ и читают «А из эм по 
эн». Так, например, при решении задачи 1 было установлено, 
что А2 = 12.

Выведем формулу для вычисления Апт — числа размеще­
ний из т элементов по п элементов.

О Пусть имеется т различных элементов. Тогда число размеще­
ний, состоящих из одного элемента, выбранного из имеющихся 
т элементов, равно т, т. е. Агт = т.

Чтобы составить все размещения из т элементов по 2, 
к каждому из ранее образованных размещений из т элементов 
по 1 будем последовательно присоединять по одному из остав­
шихся т - 1 элементов. По правилу произведения число таких 
соединений равно т(т — 1). Таким образом, А2т = т(т - 1).
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Для составления всех размещений из т по 3 к каждому 
из ранее полученных размещений из т элементов по 2 присо­
единим по очереди по одному из оставшихся (т — 2) элемен­
тов. По правилу произведения число таких соединений равно 
т(т - 1) (т - 2), т. е. А?т = т(т - 1)(т - 2).

Последовательно применяя правило произведения, для лю­
бого п < т получаем

Апт = т{т - 1)(тп - 2) • ... • (т - (п - 1)). • (1)
Например, А24 = 4 • 3 = 12; А34 = 4 • 3 • 2 = 24; А35 = 5 • 4 • 3 = 60.
Отметим, что правая часть формулы (1) содержит произ­

ведение п последовательных натуральных чисел, наибольшее из 
которых равно т. Пусть в формуле (1) т = п. Тогда

Апп = п(п — 1)(п — 2) •• 2 • 1 = Рге, 
т. е. число размещений из п элементов по п равно числу пере­
становок из этих элементов:

Апп = Рп. (2)
Задача 2. Сколькими способами можно обозначить верши­

ны данного треугольника, используя буквы А, В, С, D, Е, F? 
О Задача сводится к нахождению числа размещений из 6 эле­
ментов по 3 элемента в каждом. По формуле (1) находим 
А36 = 6-5-4 = 120, т. е. вершины можно обозначить 120 спосо­
бами. ◄

Задача 3. Решить уравнение А2п = 42 относительно п.
> Заметим, что п > 2, по формуле (1) имеем А2п = п(п - 1). 
По условию А2п = 42, поэтому п(п - 1) = 42, откуда п2 - п- 
- 42 = 0, п1 = 7, п2 = -6.

Так как корнем уравнения должно быть натуральное число 
п > 2, то п2 = — 6 — посторонний корень.

Ответ, п = 7.
Преобразуем формулу (1) для нахождения числа размеще­

ний Апт.
О Запишем формулу (1) так:

А” = (т - п + 1)(т - п + 2) •... • (m - 1)т.
Умножим обе части этого равенства на

(m - п)\ = 1 • 2 • 3 •... • (т - п), 
получим
(т - и)! • А" = 1 ’ 2 • 3 •... • (тп - п)(т - п + 1)(т - п + 2) •... • (т - 1)т, 
т. е. (т - п)! • А” = т\, откуда

Для того чтобы формула (3) была справедлива не только для 
т > п, но и для т = п, полагают 0! = 1.
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Задача 4. Вычислить

По формуле (3) находим

12 + ^-12 

^12

12! 12!
7! + 6!

12!
8!

= 8! + 8! = 8 + 7.8 = 64. ◄ 
7! 6!

Упражнения
435. Вычислить:

1) 4; 2) А|;

5) А|; 6) А|;

3) А2-, 4) А7;

7) А210-, 8) А40.

436. В классе изучают 9 предметов. Сколькими способами мож­
но составить расписание на понедельник, если в этот день 
должно быть 6 разных предметов?

437. Сколько существует способов для обозначения вершин дан­
ного четырёхугольника с помощью букв А, В, С, D, Е, F?

438. В классе 30 человек. Сколькими способами могут быть вы­
браны из их состава староста и казначей?

439. В чемпионате по футболу участвуют 10 команд. Сколько су­
ществует различных возможностей занять командам первые 
три места?

440. Найти значение выражения: 
д3 — д3 д4 д71 ч Л11 -^10. 9ч а12 717

1 ’ о
А9 А11

441. Решить относительно т уравнение:

1) А2т = 90; 2) А3т = 56m;

3) А2т+1 =156; 4) А5т = 18А4т_2

442. Найти значение выражения
-Ajo • Al-n 

Д)
где п < 10.

443. В шахматном турнире участвуют пять юношей и три де­
вушки. Сколькими способами могут распределиться места 
среди девушек, если все участники набрали разные коли­
чества очков?

444. Доказать, что Akn+1 = (n - k)Akn, где k < п, k^N, ntN.
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§ 5. Сочетания без повторений 
и бином Ньютона

Задача 1. Из пяти шахматистов для участия в турнире 
нужно выбрать двоих. Сколькими способами это можно сделать? 
> Из пяти шахматистов можно составить А% пар, отличаю­
щихся друг от друга либо составом, либо порядком следования 
в паре. Но из этих пар надо выбрать только те, которые раз­
личаются лишь составом участников. Таких пар в 2 раза мень-

А5 5-4 пше, поэтому их число равно —- = = 10, т. е. двоих можно 
2 2

выбрать 10 способами. ◄

При решении этой задачи из 5 человек были образованы 
пары — соединения по 2 человека, которые отличались друг от 
друга составом. Такие соединения называют сочетаниями.

Определение
Сочетаниями из т элементов по п в каждом (п < т) на­
зываются такие соединения, каждое из которых содержит 
п элементов, взятых из данных т различных элементов, и 
которые отличаются одно от другого по крайней мере одним 
элементом.

Иногда такие сочетания называют сочетаниями без повто­
рений.

Число всевозможных сочетаний из т различных элементов 
по п элементов обозначают (С — первая буква французского 
слова combinaison — сочетание) и читают «це из эм по эн». При 
решении задачи 1 было установлено, что С$ = 10.

Выведем формулу для подсчёта числа сочетаний.
О Образуем все соединения, содержащие п элементов, выбран­
ных из данных т разных элементов, без учёта порядка их рас­
положения. Число таких соединений равно С".

Из каждого полученного соединения перестановками его 
элементов можно образовать Рп = п\ соединений, отличающихся 
одно от другого только порядком расположения элементов. Тем 
самым получаются размещения из т элементов по п, число ко­
торых равно А" . По правилу произведения число таких соеди­
нений равно Ст'Рп- Итак, С^‘Рп = А7̂ , откуда

дп
р • • (1)
* п

Например, С% = = 4= 4.
Ро 1’2’3

п Ап РЗаметим, что если т = п, то С„ = —^ = —- = 1.п Р р п п
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Учитывая, что А" =----- :—
(т-п)\

(1) можно представить в виде 

при т> п и Рп = п\, формулу

где т п.

Qn _ т\ 
т (m — ny.nV (2)

о 5т
Например, Q = —— 

5 2! 3!
1-23-4-5 10
1-2-1-2-3

Задача 2. Сколько существует способов выбора трёх карт из 
колоды в 36 карт?
> Изъятые из колоды 3 карты без учёта порядка их расположе­
ния в наборе являются сочетаниями из 36 по 3. По формуле (2) 
находим число всех таких сочетаний:

сз 36!
36 (36 — 3)! 3!

36! = 34 • 35 • 36 = 34.35 . б = 7140
33!-6 6

т. е. существует 7140 способов. ◄
Замечание. В учебнике 10 класса при разложении сте­

пени бинома (а + Ь)п было введено понятие биномиальных коэф­
фициентов, которые в общем виде обозначались С". Была без 
доказательства принята формула (2) для вычисления этих ко­
эффициентов. Теперь стало очевидным, что ранее рассмотренные 
биномиальные коэффициенты — это числа сочетаний из т по п.

С помощью формулы (2) в курсе 10 класса доказывались 
свойства сочетаний:

= (3)

С 71 । /-«71 + 1 /-«71 + 1 . . ч

771^^771 =С7П+1- (4)

Докажем свойство (4), так называемое рекуррентное свой­
ство числа сочетаний, пользуясь соотношением (1):

+ 1

тп(т -1) •... ■ (гаг - (га -1)) тп(т -1) -... ■ (гаг - (га - 1))(гаг - п) _
п\ (га + 1)!

гаг(гаг -1) •■ (гаг - (га - 1))(га +1) + гаг(гаг -1) ■■ (гаг - (га -1 ))(гаг - га) 
(га + 1)!

гаг(гаг -1) •... • (гаг - (га -1))($ +1 + гаг - $) _
(п + 1)!

(гаг + 1) • гаг(гаг - 1) •... • (гаг - (га -1))
(га + 1)!

На основе свойства (4) и с учётом того, что = С™ = 1, со­
ставляется так называемый треугольник Паскаля — таблица 
значений С” (ниже приведён фрагмент таблицы). Иногда эту
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таблицу располагают в виде «равнобедренного треугольника», 
как это было сделано в учебнике 10 класса (см. также послед­
ний форзац этой книги).

п 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Эта таблица наглядно иллюстрирует и свойство (3) — рав­
ны числа, одинаково удалённые от концов строки треугольника 
Паскаля (с" = С™~п).

Треугольником Паскаля пользуются при возведении бинома 
а + Ъ в натуральные степени по знакомой вам из курса 10 класса 
формуле бинома Ньютона-.

(а + b)m = С°ат + + С2ат~2Ъ2 + ... + C^~1abm~1 + С™Ът. (5)
< 1?

Задача 3. Записать разложение бинома \ 2х - - .
--------------- V 2 J> По формуле (5) находим:

+ C54(2x)f--f + С55f = 32х5 + 5 • 16x4--1 + 10 • 8х3 • - +
Л 2; ч 2J V 2J 4

+ 10 • 4x2f--1 + 5 • 2х • — + =
I 8/ 16 I 32 J 

= 32х5 - 40х4 + 20х3 - 5х2 + f х - 
о оЛ

Задача 4. Доказать свойство элементов строки треугольни­
ка Паскаля

с?п + С4 + с2т +... + с™ -1 + с„7 = 2т. (6)

О Равенство (6) получается из равенства (5) при а = Ь=1. ◄
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Проведём доказательство справедливости формулы бинома 
Ньютона (5), используя теорию соединений с повторениями. 
О Проследим процесс возведения в натуральную степень бинома 
а + Ь, не выполняя приведения подобных слагаемых:

(а + b)2 = (а + b)(a + b) = аа + ab + Ьа + ЬЪ, (7)
(а + Ь)3 = (а + Ь)(а + Ь)(а + Ь) =

= ааа + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb. (8) 
Заметим, что в результат возведения бинома во вторую сте­

пень (7) входят все размещения с повторениями, составленные 
из букв а и & по две буквы в каждом размещении. В результат 
возведения бинома в третью степень (8) входят все размещения 
с повторениями, составленные из тех же букв а и & по три бук­
вы в каждом.

После раскрытия скобок при возведении двучлена а + Ъ 
в степень т, т. е. в выражении

(а + Ь)(а + &)•...• (а + &), (9)
т множителей

будут получены всевозможные размещения с повторениями из 
букв а и Ь, состоящие из т элементов.

Подобными членами после раскрытия скобок в равенстве (9) 
будут слагаемые, содержащие одинаковое число букв а (очевид­
но, букв b в них тоже будет одинаковое число). Выясним, сколь­
ко будет подобных членов, содержащих k раз букву b (букву а 
соответственно (m - k) раз).

Эти члены являются перестановками с повторениями, со­
ставленными из k букв b и т - k букв а. Согласно формуле (3) 
из § 3 имеем _ т.

° р _ т-
т k

Но выражение, стоящее в правой части этой формулы, есть 
не что иное, как СД. Следовательно, Pk,m- k = СД, а значит, по­
сле приведения подобных слагаемых в равенстве (9) одночлен 
с буквенной частью bkam k (или am~kbk) будет иметь коэффици­
ент сД. Это доказывает формулу (5). • йй

Упражнения

445. Найти:
1) С2; 2) С|; 3) Cf; 4) С85; 5) С*; 6) С98;
7) С™; 8) С°о; 9) С30; 10) С70; 11) С?080; 12) С20.

446. Сколькими способами можно делегировать троих студентов 
на межвузовскую конференцию из 9 членов научного обще­
ства?

447. Сколько различных аккордов, содержащих 3 звука, можно 
взять на 13 клавишах одной октавы?
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4) (Зх-2)4; 5) J 2а - |

461. Найти член разложения

448. В помещении 20 ламп. Сколько существует разных вариантов 
освещения, при котором должны светиться ровно 18 ламп?

449. Имеется 15 точек на плоскости, причём никакие 3 из них 
не лежат на одной прямой. Сколько различных отрезков 
можно построить, соединяя эти точки попарно?

450. На окружности отмечено 12 точек. Сколько существует тре­
угольников с вершинами в этих точках?

451. Сколькими способами можно составить из партии, содержа­
щей п деталей, комплект из р деталей (р < п) для контроля 
за качеством продукции?

452. Записать разложение бинома:
1) (1 + х)7; 2) (х-2)4; 3) (2х + З)4;

5 / \6 ; 6)(j + 2j.

453. В школьном хоре б девочек и 4 мальчика. Сколькими спо­
собами можно выбрать из состава школьного хора двух де­
вочек и одного мальчика для участия в выступлении окруж­
ного хора?

454. Решить уравнение относительно т:
1) С=-АС*+2; 2) 12C+-;-55Aj, + 1;

3) 5СД-С^+2; 4) С3»”;;-120.

455. Найти значение выражения, предварительно упростив его:
1) С}2 + С43; 2) Cfi + Cfi;
3) ^21~^20’ 4) Cf01-Cf00.

456. С помощью свойств числа сочетаний найти сумму:
1) C^ + C^ + Cf + Cf + C^ + Cf; 2) С4 + С2 + С63 + С4 + С65.

457. Решить уравнение:
1) С2 + С3 = 15(х-1); 2) С3_х + С2_х = 15(х - 2).

458. Доказать свойство числа сочетаний
flTl _  Л11П- п

459. В вазе лежат 5 разных яблок и б различных апельсинов. 
Сколькими способами из них можно выбрать 2 яблока и 
2 апельсина?

460. Колода карт содержит по 13 карт каждой из четырёх ма­
стей. Сколькими способами можно выбрать из колоды сле­
дующий набор: 3 карты пиковой, 4 карты трефовой, 5 карт 
червовой, 2 карты бубновой масти?

Г- 1 У0
х + —j= , содержащий х2.

<х )
7 1 А16

462. Найти член разложения |ух + -=| , содержащий х3.I ух J
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463. На плоскости проведены k прямых, причём никакие две из 
них не параллельны и никакие три не пересекаются в одной 
точке. Определить число точек пересечения этих прямых.

464. Сколькими способами можно расставить 12 белых и 12 чёр­
ных шашек на 32 чёрных клетках шахматной доски?

465?] С помощью математической индукции доказать справедли­
вость формулы (6).

§ 6. Сочетания с повторениями
ЛЛ Определение

Сочетаниями с повторениями из m по « называют соедине­
ния, состоящие из п элементов, выбранных из элементов т 
разных видов, и отличающиеся одно от другого хотя бы од­
ним элементом.
Число сочетаний с повторениями из т по п обозначают С”.

Задача 1. В киоске продаются карандаши трёх цветов: крас­
ные, синие и чёрные (карандашей каждого цвета в киоске боль­
ше четырёх). Сколькими способами можно купить 4 карандаша? 
t> В задаче требуется найти число соединений, состоящих из 
4 элементов, выбранных из элементов 3 видов, порядок распо­
ложения которых в соединениях не имеет значения, т. е. нужно 
найти С3. Обозначим карандаш красного цвета буквой к, сине­
го — буквой с, чёрного — буквой ч. Выпишем всевозможные

с, с, с, с

наборы из 4 карандашей:
к, к, к, к к, к, к, ч к, к, ч, ч к, ч, ч, ч ч, ч, ч, ч
к, к, к, с к, к, с, ч к, с, ч, ч с, ч, ч, ч
к, к, с, с к, с, с, ч с, с, ч, ч (1)
к, с, с, с с, с, с, ч

Число полученных соединений С3 = 15. ◄
Для вывода формулы числа сочетаний с повторениями бу­

дем использовать искусственный приём, который поясним на со­
четаниях, составленных в задаче 1.

Так как в сочетаниях (1) порядок расположения элементов 
не имеет значения, то при перечислении сочетаний все элементы 
одного вида будем записывать рядом, а между наборами элемен­
тов разных видов будем ставить знак границы видов □. В за­
даче 1 различных видов элементов было 3, значит, границ □ 
должно быть 2. Например: кПч,чПс; кПчПс,с. При «расшире­
нии» в наборе числа элементов некоторого вида граница видов 
будет «перемещаться». С использованием знака □ перечень со­
единений (1) может быть записан следующим образом:
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к,к,к,к □□ к,к,к, ППч к,к ППч,ч к □□ч,ч,ч □□ч,ч,ч,ч
к,к,к Пс □ к,к, De Пч к Пс Пч,ч De Пч,ч,ч
к,к, Пс, с □ к De, с Пч Пс, с Пч,ч (2)
к Пс, с, с □ Пс, с, с Пч
□ с, с, с, с □

В общем виде любой набор из п элементов, выбранных из 
элементов тп видов, можно представить в виде

... ... □...□ ... (3)

п1 п2 ... пт

где число разделительных знаков □ равно т-1, хотя бы одно 
из чисел пг, п2, пт отлично от нуля и п^ + п2 + ... + пт = п.

Так, например, в каждом из соединений (2) число знаков □ 
равно т- 1 = 3-1 = 2, а число букв п = 4.

Легко заметить, что как соединения (2) в наборе, так и со­
единения (3) отличаются друг от друга, по существу, лишь ме­
сторасположением в них разделителей. Заменим все элементы- 
буквы знаком □. Тогда соединения (3) можно представить в виде

□ (4)

«1 п2 ... пт
где п1 + п2 + ... + пт = п.

Учитывая принцип составления соединений (4), видим, что 
Ст равно числу перестановок с повторениями из (m - 1) элемен­
тов □ и п элементов □, т. е.

Таким образом, в задаче 1 подсчитанное число Сз можно 
найти с помощью формулы (5):

-4 = (3 + 4-1)! 6! 56
3 (3 —1)!4! 2! 4! 2

Задача 2. В продажу поступили мячи 7 различных цветов 
(мячей каждого цвета больше трёх). Сколькими способами мож­
но купить 3 мяча?
> Не имеет значения, в каком порядке будут находиться мячи 
в приобретённом наборе из 3 мячей. Поэтому решение задачи 
сводится к подсчёту числа сочетаний с повторениями из 7 по 3: 

рЗ (7 + 3-1)! = 9! = 7-8-9 =
7 (7 — 1)! 3! 6! 3! 1-2-3

т. е. покупку можно совершить 84 способами. ◄ КЯ

Упражнения
466?] Вычислить:

1) С64; 2) Ct; 3) С|; 4) С92.
467. В кафе подавали мороженое четырёх видов. Сколькими 

способами трое друзей могут сделать заказ официанту на 
3 порции мороженого?
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468. Семь детских игрушек выбираются из игрушек четырёх ви­
дов. Сколькими способами это можно сделать, если игру­
шек каждого вида больше семи?

469. Сколько существует различных прямоугольных параллеле­
пипедов, если длина каждого его ребра может выражаться 
любым целым числом от 1 до 8?

Упражнения к главе V

470. Вычислить:
60! 50!
58! 48!'

471. Упростить:
1) (£±2)!; 2) 1 Ъ.

п\ \п\ (n + l)!j
472. Найти значение выражения: 

£и_£Г|А.
10 7 JaI

А3 А6 ^6+^И; 2)
Pl ИРб

473. Решить относительно п уравнение:

1)
Рг + 2

Рп
= 12; 2) 1

Рг - 4

20
Рп-2

4) А5 = 2А*; 5) Чг + 1 8.

3) А^ + 1 = 6п(п + 1);

к б) Сга3 = 4С*_2.

474. Сколькими способами можно составить график очерёдности 
ухода в отпуск восьми сотрудников лаборатории?

475. Сколько существует способов делегирования на конферен­
цию двоих человек из восьми сотрудников лаборатории?

476. Восемь сотрудников лаборатории участвовали в научном 
конкурсе, по результатам которого были присуждены одна 
первая и одна вторая премии. Сколькими способами могли 
быть присуждены рассматриваемые премии?

477. Сколькими разными способами можно рассадить троих уча­
щихся, пришедших на факультативные занятия, на сорока 
имеющихся в классе стульях?

478. Сколькими способами можно назначить патруль из двух сол­
дат и одного офицера, если в роте 80 солдат и 5 офицеров?

479. Сколько диагоналей имеет выпуклый пятиугольник? семи­
угольник? п-угольник?

480. Найти значение выражения, предварительно упростив его: 
1) + 2) С34 + С34.
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481. Используя свойства числа сочетаний, найти:
1) C^ + C^ + Cl + Cl + Ci; 2) С$ + С} + С$ + С%.

482. Найти разложение бинома:
1) (х + I)6; 2) (х - I)5; 3) (2 - а)4; 4) (а + З)4.

483. Доказать, что число перестановок при любом п > 1 является 
чётным числом.

484. Имеются отличающиеся друг от друга 7 роз и 5 веток зеле­
ни. Нужно составить букет из трёх роз и двух веток зелени. 
Сколькими способами это можно сделать?

485. В двоичной системе счисления, используемой в ЭВМ, инфор­
мация записывается с помощью цифр 0 и 1. В некоторой ЭВМ 
каждое «машинное слово» записывается в ячейке памяти, со­
держащей 32 пронумерованных двоичных разряда. Сколько 
различных «слов» может быть записано в такой ячейке?

486. В одной стране номера автомобилей составляются из двух 
неодинаковых букв алфавита, содержащего 20 букв, и че­
тырёх цифр (с возможными повторами). Скольким машинам 
можно присвоить полученные таким образом номера?

487. Сколько различных экзаменационных комиссий, состоящих 
из 5 членов, можно образовать из 10 преподавателей?

488. С помощью свойств числа сочетаний найти:
1) C212 + C312 + Ct3; 2) с3 + С* + С510; 3) С4-С4; 4) C3-C2S;

5) С? + С% + С? + С77; 6) C^ + C^ + Cf + С% + С% + С7д + С% + С%.

489. Найти разложение бинома:
л6 / 1 \4 <

1) (2п - I)5; 2) 1 + 2& ; 3) Зх +1 ; 4) И - 3
<2 J <37 <3

490. Допустим, что Кай из сказки «Снежная королева» выкла­
дывал слово вечность не из льдинок, а из букв в, е, ч, н, 
о, с, т, ъ, каждая из которых написана на своей льдинке. 
Какое наибольшее число попыток расположения льдинок 
могло понадобиться Каю до того, как выложилось слово 
вечность!

491. Хоккейная команда состоит из 2 вратарей, 8 защитников и 
10 нападающих. Сколькими способами тренер может образо­
вать стартовую шестёрку, состоящую из вратаря, двух защит­
ников и трёх нападающих?

492. Сколько различных делителей у числа: 1) 100; 2) 1000?
493. Используя бином Ньютона, найти приближённое значение сте­

пени: 1) 1,0028; 2) 0,99 79.
494. В лифте, останавливающемся на 6 этажах, едут 5 человек. 

Каждый из них, независимо друг от друга, может выйти из 
лифта на любом этаже. Сколько существует вариантов выходя­
щих на этих этажах людей.
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495. По т единицам пространства распределяются N различных ча­
стиц газа. Каждая частица может занять место в любой едини­
це пространства, независимо от остальных частиц. И в каждой 
единице пространства может оказаться любое число частиц. 
Найти число всевозможных распределений частиц по данным 
единицам пространства.

496. Сколько различных значений сопротивлений на участке цепи 
можно получить, имея в наличии три различных сопротивле­
ния jRj, R2, К3? Варианты соединения, дающие одинаковые со­
противления всего участка цепи, считать одинаковыми вари­
антами. Рассчитать все возможные сопротивления получаемых 
участков (применяя знания расчётов сопротивления при после­
довательном и параллельном соединении проводников).

497. Сколько существует различных комбинаций соединения четы­
рёх различных сопротивлений на одном участке цепи? Вариан­
ты соединения, дающие одинаковые сопротивления всего участ­
ка цепи, считать одним вариантом.

1498. Сколькими способами можно поставить на шахматной доске 
чёрную и белую ладьи так, чтобы они не били друг друга?

499. В чемпионате страны по футболу участвуют 18 команд, 
каждые 2 команды встречаются на футбольных полях 
2 раза. Сколько матчей играется в сезоне?

500. Сколькими способами 2п разных элементов можно разбить 
на пары?

501Г| Сколькими способами можно разделить колоду из 36 карт 
пополам так, чтобы в каждой из двух стопок было по 2 туза?

502. В классе 28 учеников. Каждый день двое из них назнача­
ются дежурными. Можно ли составить на весь год ежеднев­
ное расписание дежурства таким образом, чтобы никакие 
2 ученика не дежурили вместе в течение года дважды?

/ . \14
503. Найти член разложения бинома ух Ч------, содержащий х4.

k Vx) 
( 1 к12

504. Найти член разложения бинома ух ч----- , содержащий
1 к у[х J

X

505. Даны числа от 1 до 20. Сколькими способами можно вы­
брать из них 3 числа, сумма которых будет числом чёт­
ным?

506. Доказать, что число круговых перестановок (важен порядок 
следования расположенных на окружности элементов, а на­
чальный элемент безразличен) из п элементов равно (п - 1)1.

507. Найти значение выражения:
1) Р2,2,4:С|; 2) а| + С|:Рз,5.
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|508^В цветочном магазине продают цветы 7 видов (каждый вид 
представлен более чем 3 цветками). Сколькими способами 
можно составить букет из 3 цветков?

Вопросы к главе V
1. Решением каких задач занимается комбинаторика?
2. Сформулировать правило произведения.
3. Какие соединения называют размещениями с повторениями? 

Чему равно число размещений с повторениями из т 
элементов по п?

4. Какие соединения называют перестановками? Чему равно 
число перестановок из п элементов?

5. Какие соединения называют размещениями (без повторений)? 
Чему равно число размещений (без повторений) из т 
элементов по п?

6. Какие соединения называют сочетаниями (без повторений)? 
Чему равно число сочетаний (без повторений) из т элементов 
по п?

7. Перечислить свойства сочетаний без повторений.
8. Что такое треугольник Паскаля?
9. Записать формулу бинома Ньютона.

Проверь себя!

1. Найти: р
1) Р7; 2) А3; 3) С3; 4)

2. Упростить: 7
п (п + 1)!. 2} (п-4)!
' (п-1)!’ ' (п-2)!'

3. Сколькими способами можно выбрать для подарка 
3 предмета из девяти различных предметов?

4. В одном классе изучается 10 разных учебных предметов. 
В пятницу завуч должен поставить в расписание этого 
класса 4 различных предмета. Сколькими способами он 
может это сделать?

5. Сколькими разными способами можно разместить 6 групп 
школьников в шести классных комнатах (по одной группе 
в комнате)?

6. Сколько существует трёхзначных цифровых кодов, 
в которых нет одинаковых цифр?

7. Записать разлоткение бинома: 1) (л* +z/)6; 2)(1-а)5.

1. Решить относительно п уравнение:
1) Р„ + 4 = 20Рп + 2; 2) А3 + 1=Сп2+2.

2. Решить неравенство (п - 3)Рп + 2 < Рп + 1.
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3. Шифр некоторого сейфа образуется из двух чисел. Первое, 
трёхзначное число, составляется из цифр 1, 2, 3, 4, 5 (каждая 
цифра встречается не более одного раза); второе, пятизначное 
число, записывается с помощью цифр 6, 7, 8. Сколько 
различных шифров можно использовать в этом сейфе?

4. Сколькими способами можно разложить 6 монет по двум 
карманам?

5. Используя свойство числа сочетаний, найти:
1) Cj0-C9; 2) с95 + С96 + с; + С98 + С99.

/ j \20
6. Найти член разложения бинома ух----- , содержащий х5.

I )

А I Историческая справка
Задачи, связанные с возможным выбором и упорядочением 

определённых объектов, приходилось решать во многих сферах 
человеческой деятельности. С такими задачами, получившими 
название «комбинаторные», люди сталкивались ещё в древности. 
Так, в Древнем Китае не только математики, но и простые люди 
увлекались составлением магических квадратов (в них задан­
ные числа надо было расположить так, чтобы их суммы по гори­
зонталям, вертикалям и главным диагоналям были одинаковые). 
В Древней Греции занимались теорией фигурных чисел, а также 
составлением различных фигур из частей специальным способом 
разрезанного квадрата. В разных странах решались комбинатор­
ные задачи, связанные с такими играми, как шахматы, шашки, 
карты, кости и т. п.

Первые научные исследования по комбинаторике принад­
лежат итальянским учёным Дж. Кардано (1501—1576), Н. Тар- 
талье (ок. 1499—1557), Г. Галилею (1564—1642) и французским 
учёным Б. Паскалю (1623—1662) и П. Ферма (1601 —1665). Ком­
бинаторика как наука стала развиваться в XVIII в. параллельно 
с возникновением теории вероятностей, так как для решения ве­
роятностных задач необходимо было подсчитывать число разных 
комбинаций элементов.

Комбинаторику как самостоятельный раздел математики 
первым стал рассматривать немецкий учёный Г. Лейбниц в сво­
ей работе «Об искусстве комбинаторики». Ему также принадле­
жит и введение самого термина «комбинаторика». Значительный 
вклад в развитие комбинаторики внёс Л. Эйлер.

В современном обществе с развитием вычислительной тех­
ники комбинаторика добилась новых успехов. Так, с помощью 
ЭВМ была решена комбинаторная задача, известная под назва­
нием проблема четырёх красок. Удалось доказать, что любую 
карту можно раскрасить в 4 цвета таким образом, что ника­
кие две страны, имеющие общую границу, не будут окрашены 
в один и тот же цвет.
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Глава VI
Элементы теории 
вероятностей

Без учёта влияния случайных явлений 
человек становится бессильным 

управлять развитием, интересующих его 
процессов в желательном для него 

направлении.

Б. В. Гнеденко

Из курса основной школы вы уже знаете, что 
вероятность — это числовая характеристика воз­
можности появления случайного события в кон­
кретных условиях, которые могут быть воссозданы 
многократно.

Случайные события пытались изучать и древ­
ние учёные. Например, они наблюдали за пораже­
нием (и не поражением) цели существовавшими 
тогда орудиями; наблюдая за погодой, пытались 
определить закономерности в стихийных бедстви­
ях и т. п. Но многие века люди не давали числовых 
характеристик случайным событиям.

К XVII в. в науке и практике (в физике, астро­
номии, в страховом деле, в статистике заболеваний 
и несчастных случаев и др.) накопились проблемы, 
требующие специального математического аппарата 
для анализа случайных явлений. Как вы, наверное, 
помните из введения к предыдущей главе, соответ­
ствующий математический аппарат удалось создать 
при анализе закономерностей в азартных играх (да­
ющих простые модели для решения вероятностных 
задач). Становление теории вероятностей связано 
с именами замечательных учёных Паскаля, Ферма 
и Гюйгенса, чьи научные труды создавались в XVII в.

К началу XVIII в. сложилось чёткое понятие 
классической вероятности как отношения чис­
ла равновозможных случаев (исходов испытания) 
т, благоприятствующих наступлению события А, 

к числу всех возможных случаев п: Р(А) = —.
п

Однако классическое определение вероятно­
сти имеет ограниченную сферу применения, так как
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далеко не в каждом явлении можно выделить конечное число равновоз­
можных случаев. По формуле классической вероятности нельзя, напри­
мер, найти вероятность попадания в цель при выстреле из конкретного 
орудия. В этом случае прибегают к понятию статистической вероятно­
сти — относительной частоте события, наблюдаемого в большой серии 
повторяющихся однотипных испытаний с неизменными условиями.

К событиям, вероятность которых находится по формуле класси­
ческой вероятности, можно применять и статистический подход. Связь 
статистического и классического определений вероятности для таких 
событий обосновал Я. Бернулли в так называемом законе больших 
чисел. Этот закон гласит: при большом числе испытаний можно счи­
тать, что вероятность события (в классическом понимании) мало чем 
отличается от относительной частоты этого события.

В XVIII в. и начале XIX в. теория вероятностей была «модным знани­
ем»: с её помощью некомпетентные люди пытались доказывать абсурд­
ные вещи, после чего многие её стали считать сомнительной наукой.

В середине XIX в. в России создалась так называемая Петер­
бургская математическая школа, трудами которой теория вероятно­
стей приобрела стройную логическую и математическую основу, стала 
эффективным методом познания.

За последние десятилетия теория вероятностей превратилась 
в интенсивно развивающуюся науку с широким применением в теоре­
тических исследованиях естественных наук, в практике, технике, эко­
номике. При этом отечественная теоретико-вероятностная школа ста­
ла занимать одно из лидирующих мест в мире.

В данной главе вы познакомитесь лишь с основными понятиями 
теории вероятностей (часть из которых в ознакомительном плане вы 
рассматривали в основной школе), узнаете ряд теорем и методов, по­
зволяющих вычислять вероятность события косвенно — по вероятно­
стям других событий, с ним связанных; рассмотрите опыты Бернулли 
и его формулу, решите с её помощью интересные задачи.

§ 1. Вероятность события
Практикой установлено, что в часто происходящих случай­

ных явлениях (событиях) существуют определённые закономерно­
сти. Задача теории вероятностей — установление и математическое 
исследование закономерностей в массовых случайных явлениях.

■■ 1. Виды событий
Определение
Некоторое событие называют случайным по отношению 
к данному опыту (испытанию), если при осуществлении это­
го опыта оно либо происходит, либо не происходит.
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Примеры случайных событий:
1) выпадение орла при подбрасывании монеты;
2) выпадение шестёрки при бросании игральной кости;
3) выигрыш по данному лотерейному билету;
4) выход из строя электролампы в течение определённого 

отрезка времени.
Случайные события обычно обозначают буквами А, В, С 

и т. д.
Событие U называется достоверным, если оно обязательно 

наступает в результате данного опыта.
Событие V называется невозможным, если оно заведомо не 

может произойти в результате данного опыта.
Пусть, например, в урне находятся только чёрные шары, 

а опыт заключается в извлечении шара из урны. Тогда событие 
«извлечён чёрный шар» является достоверным, а событие «из­
влечён белый шар» — невозможным.

При одном бросании игральной кости возможны следующие 
события (исходы испытания): на верхней грани может оказаться 
число 1, число 2, число 3, число 4, число 5 или число 6. Каждое 
из этих событий является случайным, так как оно может про­
изойти, а может не произойти. Тот факт, что выпадет одно из 
чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6,— достоверное событие, так как при броса­
нии игральной кости оно обязательно произойдёт, а выпадение, 
например, числа 7, является невозможным событием.

Рассмотренные возможные при бросании игральной кости со­
бытия несовместны (появление одного из них исключает появление 
другого), единственно возможны (обязательно появится одно чис­
ло) и равновозможны (у всех чисел шансы появиться одинаковы).

Предположим, что в результате некоторого опыта обязатель­
но происходит одно из взаимно исключающих друг друга собы­
тий, причём каждое из них не разделяется на более простые. 
Такие события называют элементарными событиями (или эле­
ментарными исходами испытания).

Ш 2. Комбинации событий.
Противоположные события

Пусть с некоторым опытом связаны события А и В.
Определение
Суммой (объединением) собы­
тий А и В называется событие, 
которое состоит в том, что про­
исходит хотя бы одно из данных 
событий. Сумму событий А и В 
обозначают А + В (или A U В).

На рисунке 102 с помощью кру­
гов Эйлера проиллюстрировано поня­
тие суммы событий А и В', большой
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круг изображает все элементарные события, связанные с рассма­
триваемым опытом; левый круг изображает событие А, правый 
круг — событие В, а закрашенная область — событие А + В.

Определение
Произведением (пересечением) событий А и В называется 
событие, которое считается наступившим тогда и только 
тогда, когда наступают оба события А и В. Произведение 
событий А и В обозначают АВ (или А П В).
Рисунок 103 иллюстрирует с помощью кругов Эйлера про­

изведение событий А и В: общая часть кругов (закрашенная об­
ласть) изображает событие АВ.

Рассмотрим примеры с конкретными событиями А и В.
1) Пусть в опыте с бросанием игральной кости события А и В 

определяются так: А — выпало число очков, кратное 2, В — выпа­
ло число очков, кратное 3. Тогда событие А + В означает, что выпа­
ло хотя бы одно из чисел 2, 3, 4, 6; событие АВ — выпало число 6.

2) Пусть опыт заключается в том, что из колоды карт выни­
мается наудачу одна карта, и пусть рассматриваются следующие 
события: А — вынут король, В — вынута карта пиковой масти. 
Тогда событие А + В — вынут или король, или карта пиковой 
масти, АВ — из колоды вынут король пик.

События А и В называют равносильными (равными) и пи­
шут А = В, если каждое из них происходит тогда и только тогда, 
когда происходит другое событие. Например, в опыте с бросани­
ем игральной кости событие А — выпала шестёрка и событие 
В — выпало наибольшее число очков являются равносильными.

Для каждого события А можно рассматривать противопо­
ложное для него событие А, которое считается наступившим 
тогда и только тогда, когда А не наступает. Из двух противопо­
ложных событий, которые могут произойти в одном опыте, одно 
обязательно произойдёт, а одновременно они произойти не мо­
гут. Например, если А — выпадение нечётного числа очков при 
бросании игральной кости, то А — выпадение чётного числа оч­
ков; если А — попадание в цель при выстреле, то А — промах.

На рисунке 104 проиллюстрирована взаимосвязь событий А 
и А на множестве всех элементарных событий рассматриваемо­
го опыта (событие А изображено закрашенной областью).
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\~Ы\ Задача 1. А, В, С — три произвольных события, которые 
могут произойти в одном опыте. Записать следующие события:

1) Аг — все три события произошли;
2) А2 — ни одно событие не произошло;
3) А3 — произошло только событие А;
4) А4 — произошло по крайней мере одно из событий А, В, С;
5) А5 — произошло одно и только одно из этих событий;
6) А6 — произошли по крайней мере два из этих событий. 

> 1) Аг = АВС; 2) А2 = АВС; 3) А3 = АВС;
4) А4=А + В + С; 5) А5 = АВС + АВС + АВС;
6) А6 = АВС + АСВ + ВС А + АВС . ◄ ГУП

М 3. Опыт с равновозможными исходами.
Классическое определение вероятности события

Пусть событие А, связанное с опытом, имеющим п равновоз­
можных исходов, наступает тогда, когда осуществляется один из 
каких-то т исходов, и не наступает, когда осуществляется любой 
из оставшихся п- т исходов. Тогда говорят, что исходы, приво­
дящие к наступлению события А, благоприятствуют событию А.

Определение
Вероятностью Р(А) события А в опыте с равновозможными 
элементарными исходами называется отношение числа исхо­
дов, благоприятствующих событию А, к числу всех возмож­
ных исходов.

Если п — число всех возможных исходов опыта, т — число 
исходов, благоприятствующих событию А, то вероятность Р(А) 
события А определяется формулой

Р(А) = —. (1)
п

Приведённое определение вероятности называется классиче­
ским определением вероятности.

Заметим, что вероятность каждого элементарного события 
в опыте с п равновозможными исходами равна —.

п
Из формулы (1) следует, что

О < Р(А) < 1, Р(У) = О, P(U) = 1, 
где V — невозможное, a U — достоверное события.

Задача 2. Бросается игральная кость. Найти вероятности 
событий Аг и А2, если Ах — число выпавших очков кратно 3, 
А2 — число выпавших очков чётное.
О Так как событию Аг благоприятствуют два исхода (3 и 6), со­
бытию А2 — три исхода (2, 4, 6), а число всех исходов равно 6, 
то Р(А1) = | = |,Р(А2)=| = |. ◄ 

6 3 6 2
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Задача 3. Монета бросается дважды. Найти вероятность со­
бытия А — хотя бы один раз выпадет орёл.
[> Пусть О — появление орла, Р — появление решки. Тогда ре­
зультат двух бросаний — появление одной из четырёх равновоз­
можных комбинаций ОО, ОР, РО, РР (и = 4). Событию А благо­
приятствуют первые три комбинации (т = 3). Поэтому искомая 

. \ 3вероятность Р(А) = — = — . Ч
п 4

Задача 4. Брошены две игральные кости. Найти вероят­
ность события А — произведение выпавших очков есть нечётное 
число.
> Результат бросаний двух игральных костей — появление рав­
новозможных упорядоченных пар чисел. Согласно правилу про­
изведения число таких пар п = 6 • 6 = 36. Событию А благопри­
ятствуют 9 пар (т = 9):

1 и 1, 1 и 3, 1 и 5, 3 и 1, 3 и 3, 3 и 5, 5 и 1, 5 и 3, 5 и 5,
9 1а искомая вероятность Р(А) = — = —. Ч36 4

Задача 5. В ящике лежат десять одинаковых на ощупь ша­
ров, из них четыре белых и шесть чёрных. Наугад вынимаются 
два шара. Найти вероятности событий А и В, если А — оба вы­
нутых шара белого цвета, В — вынутые шары имеют разный 
цвет.
[> 1) Общее число возможных исходов опыта — число сочета­

ний из 10 элементов по 2, т. е. п = ,2 _ А20 _ Ю-9
10 Р2 2 = 45,

Агблагоприятствующих событию А исходов т = С2 = —- =
Г2 « 9

Поэтому Р(А) = — = —— = — = —.
и с?п 45 15

а число

4-3 а

2) Так как любой из четырёх белых шаров может комбини­
роваться с любым из шести чёрных шаров, то по правилу про­
изведения имеется 4 • 6 = 24 исхода, благоприятствующие собы-

24 24тию В. Искомая вероятность Р(В) =---- = —
с2 45 сю

8
15 ' Я

Упражнения

509. Каким событием (достоверным, невозможным или случай­
ным) является следующее событие:
1) при комнатной температуре и нормальном атмосферном 
давлении сталь находится в жидком состоянии;
2) наугад вынутая из кошелька монета оказалась пяти­
рублёвой;
3) наугад названное натуральное число больше нуля?
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510. Выяснить, являются ли события А и В несовместными, 
если:
1) А — появление туза, В — появление дамы при взятии 
одной карты из колоды карт;
2) А — появление туза, В — появление карты пиковой ма­
сти при взятии одной карты из колоды карт;
3) А — выпадение четырёх очков, В — выпадение чётного 
числа очков при одном бросании игральной кости;
4) А — выпадение четырёх очков, В — выпадение нечётного 
числа очков при одном бросании игральной кости.

511. Установить, что является событием, противоположным со­
бытию:
1) сегодня первый урок — физика;
2) экзамен сдан на «отлично»;
3) на игральной кости выпало меньше пяти очков;
4) хотя бы одна пуля при трёх выстрелах попала в цель.

512. Пусть А и В — произвольные события, которые могут прои­
зойти в одном опыте. Записать следующие события: 1) про­
изошли оба данных события; 2) произошло по крайней мере 
одно из событий; 3) произошло только одно из двух данных 
событий; 4) ни одно из событий не произошло; 5) произо­
шло только событие В.

513. Какова вероятность выпадения числа, кратного 3, в резуль­
тате одного подбрасывания игральной кости?

514. Какова вероятность того, что на открытом наугад листе но­
вого отрывного календаря на високосный год окажется пя­
тое число?

515. В коробке находится 3 чёрных, 4 белых и 5 красных шаров. 
Наугад вынимается один шар. Какова вероятность того, что 
вынутый шар: 1) чёрный; 2) белый; 3) красный; 4) чёрный 
или белый; 5) чёрный или красный; 6) красный или белый; 
7) или чёрный, или белый, или красный; 8) зелёный?

516. Среди 100 электроламп 5 испорченных. Какова вероят­
ность того, что выбранные наугад 3 лампы окажутся ис­
правными?

517. Брошены три игральные кости. Какова вероятность того, 
что:
1) на всех трёх костях выпало одинаковое количество оч­
ков; 2) сумма очков на всех костях равна 4; 3) сумма очков 
на всех костях равна 5?

518. Брошены две игральные кости. Какова вероятность того, 
что:
1) сумма очков, выпавших на обеих костях, есть число не­
чётное; 2) произведение очков, выпавших на обеих костях, 
есть число чётное; 3) сумма выпавших очков больше 6?
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519. В лотерее участвует 15 билетов, среди которых 3 выигрыш­
ных. Наугад вынуты 2 билета. Какова вероятность того, 
что:
1) оба вынутых билета выигрышные; 2) только один билет 
выигрышный; 3) выигрышного билета не оказалось?

520. Бросаются две игральные кости. Какова вероятность того, 
что на первой игральной кости число очков будет больше, 
чем на второй?

521. Имеются две урны: первая содержит 1 белый, 3 чёрных 
и 4 красных шара, вторая — 3 белых, 2 чёрных и 3 красных 
шара. Из каждой урны наудачу извлекают по одному шару. 
Найти вероятность того, что цвета вынутых шаров совпадут.

§ 2. Сложение вероятностей
Напомним, что сумма событий А и В (связанных с одним 

опытом) — это событие А + В, состоящее в наступлении либо 
только события А, либо только события В, либо и события А 
и события В одновременно.

Например, если стрелок сделал два выстрела по мишени 
и А — попадание в мишень при первом выстреле, В — попа­
дание при втором выстреле, то событие А + В — это попадание 
стрелком по мишени хотя бы при одном из выстрелов.

Теорема 1

Вероятность суммы двух несовместных событий равна 
сумме вероятностей этих событий, т. е.

Р(Л + В) = Р(А) + Р(В). (1)

О Пусть событиям А и В благоприятствуют соответственно k и 
I исходов, а всего имеется п равновозможных исходов. Так как 
события A vl В несовместны, то среди п исходов нет таких, ко­
торые одновременно благоприятствовали бы как событию А, так 
и событию В. Поэтому событию А + В будут благоприятствовать

k + I исходов. По определению вероятности Р(А) = — , Р(В) = — , п п
Р(А + В) =----- = —|—, откуда следует равенство (1). •п п п

Следствие. Сумма вероятностей противоположных собы­
тий равна единице, т. е.

Р(Л) + Р(Л) = 1. (2)

О События А и А несовместны, поэтому по теореме 1 имеем 
Р(А + А ) = Р(А) + Р( А). Но А + А = U — достоверное событие, и 
поэтому Р(А + А ) = P(U) = 1, т. е. Р(А + А) = Р(А) + Р( А ) = 1. •
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Замечание. Теорема 1 верна для любого конечного числа со­
бытий, т. е. Р(Аг + А2 + ... + Ап) = Р(А1) + Р(А2) + ... + Р(Ап), если 
Аг, А2, ..,Ап — попарно несовместные события.

Задача 1. В ящике лежат 10 шаров: 3 красных, 2 синих и 
5 белых. Наугад вынимается один шар. Какова вероятность того, 
что этот шар цветной (не белый)?
0 1 способ. Пусть событие А — появление красного шара, 
В — появление синего шара, тогда А + В — появление цветного 

3 2 1шара. Очевидно, что Р(А) = —, Р(В) = — = -. Так как события А 

и В несовместны, к ним применима теорема 1:

Ла + В) = р(А) + Р(В) = А + |_А = 1.
II способ. Пусть событие С — появление белого шара, 

тогда событие С — появление не белого (т. е. цветного) шара.
Очевидно, Р(С) = А = 1, а р(с) = 1-Р(С) = 1-| = |. ◄

Задача 2. Вероятность попадания в мишень стрелком при 
одном выстреле равна 0,6. Какова вероятность того, что он, вы­
стрелив по мишени, промахнётся?
> Если событие А — попадание в мишень, то по условию 
Р(А) = 0,6. Промах — противоположное попаданию событие, и 
его вероятность Р( А) = 1 - Р(А) = 1 - 0,6 = 0,4. ◄

Задача 3. В роте из 100 солдат две имеют высшее образо­
вание. Какова вероятность того, что в случайным образом сфор­
мированном взводе из 30 солдат будет хотя бы один человек 
с высшим образованием?
> Пусть событие А — во взводе хотя бы один человек имеет 
высшее образование, тогда событие А — ни один человек во 
взводе не имеет высшего образования. В данной ситуации проще 
вычислить Р( А ), чем Р(А). Найдём Р( А ).

Число способов составления взвода в количестве 30 человек 
из 100 солдат роты равно Сую- Число солдат, не имеющих выс­
шего образования, равно 100 - 2 = 98. Из 98 человек составить 
взвод в количестве 30 человек можно Сд^ способами. Найдём 
вероятность того, что среди отобранных 30 человек нет ни од­
ного с высшим образованием:

98!
Р(А)= = 30! 68! = 98! 70! = 69-70 = 161

1 J С?оо ЮР! 68! 100! 99-100 330'
30! 70!

Отсюда находим Р(А) = 1-Р(А) = 1- ~ 0,512. -4
OOU OOv
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1У1Теорема 2

Вероятность суммы двух произвольных событий (связан­
ных с одним опытом) равна сумме вероятностей этих со­
бытий без вероятности их произведения, т. е.

Р(Л + В) = Р(Л) + Р(В) - Р(ЛВ). (3)

О Пусть событиям А и В благоприятствуют соответственно k и I 
равновозможных исходов, а совместному осуществлению собы­
тий А и В благоприятствует г исходов. Если число всех равно- 

k I Vвозможных исходов равно п, то _Р(А) = —, Р(В) = —, Р(АВ) = —. 
п п п

Так как событию А + В благоприятствует (/г - г) + (Z - г) + 
, 7,7 П/ Л , Т>\ k + l-Г k . I Г+ г = k + I - г исходов, то Р(А + В) =  - = — + — - —, откуда

следует равенство (3). •

Задача 4. Из колоды в 36 карт наудачу вынимается одна 
карта. Какова вероятность того, что будет вынута карта бубно­
вой масти или туз?
[> Введём обозначения событий: А — вынута карта бубновой ма­
сти, В — появится туз. Очевидно, что событие АВ — появление 
туза бубновой масти. Нужно найти вероятность события А + В. 
Воспользуемся формулой (3). Так как

Р(А) = |, Р(В) = 1, Р(АВ) = ± 

то
Р(А + В) = Р(А) + Р(В)-Р(АВ) = 1 + ±-^ = |. ◄Ж

Упражнения

522. В колоде 36 карт. Наугад вынимается одна карта. Какова 
вероятность того, что эта карта либо туз, либо дама?

523. В пачке находится 12 билетов денежно-вещевой лотереи, 
16 билетов спортивной лотереи и 20 билетов художествен­
ной лотереи. Какова вероятность того, что наудачу вынутый 
один билет будет билетом либо денежно-вещевой, либо ху­
дожественной лотереи?

524. В ящике лежат 5 белых, 10 чёрных и 15 красных шаров. 
Какова вероятность того, что наугад вынутый шар не будет 
белым? Решить задачу двумя способами.

525. Вероятность выигрыша главного приза в некоторой лотерее 
(по одному билету) равна 10 8. Какова вероятность не вы­
играть главный приз, приобретая один билет этой лотереи?

526. Найти вероятность того, что наугад вынутая из полного на­
бора домино (28 костей) одна кость не будет «дублем».
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527. В вазе стоят 4 белые и 7 красных астр. Какова вероятность 
того, что среди случайным образом вынутых из вазы трёх 
цветков окажется по крайней мере одна белая астра?

528. В студенческой группе 22 человека, среди которых 4 девуш­
ки. Какова вероятность того, что среди троих случайным 
образом выбранных из этой группы студентов (для участия 
в конференции) окажется по крайней мере одна девушка?

529. Вероятность поражения мишени при первом выстреле равна 
0,7. Вероятность поражения мишени при втором выстреле 
равна 0,8. Вероятность поражения мишени и при первом, и 
при втором выстрелах равна 0,56. Найти вероятность того, 
что:
1) мишень будет поражена хотя бы одним выстрелом;
2) мишень не будет поражена ни одним из выстрелов.

530. Известно, что Р(А) = 0,3, Р(В) = 0,8, Р(АВ) = 0,1. Доказать, 
что А + В = U.

§ 3. Условная вероятность. Независимость 
событий

М 1. Условная вероятность
В теории вероятностей для характеристики зависимости од­

них событий от других вводится понятие условной вероятности.

Определение
Если А и В — два события, связанные с некоторым опытом, 

причём Р(В) А 0, то число называют вероятностью

события А при условии, что наступило событие В, или про­
сто условной вероятностью события А и обозначают Р(А/В). 

Таким образом, по определению
Р(А/В)=*£^>. (1)

Задача 1. Какова вероятность того, что наугад вынутая из 
полного набора домино кость окажется «дублем», если известно, 
что сумма очков на этой кости меньше чем 5?
> В наборе домино 28 костей, из них 7 «дублей». На девяти 
костях сумма очков меньше чем 5:
0—0, 0—1, 0—2, 0—3, 0—4, 1—1, 1—2, 1—3, 2—2.

Пусть событие В — сумма очков на вынутой кости меньше 
пяти, а событие А — вынутая кость есть «дубль». Тогда событие
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AB — на вынутой кости, являющейся «дублем», сумма очков 
меньше пяти (таких костей три: 0 — 0, 1 — 1, 2 — 2). Вычис­
лим вероятность события А при условии, что наступило собы- 

3
D та л / ОХ Р(АВ) 28 1тие В: Р(А/В) = —----- - = — = —. ■<

Р(В) Л 3
28

Значение Р(А/В) в задаче 1 можно было найти, рассуждая 
следующим образом: из тех 9 случаев, к которым сводится со­
бытие В, событию А благоприятствуют 3 случая:

3 = 1
9 3

Пусть в некотором опыте с числом п равновозможных эле­
ментарных исходов событию В благоприятствуют I элементар­
ных исходов (Z 0), а событию АВ благоприятствуют г исходов.

7 р
Тогда Р(В) = —, а Р(АВ) = —. Согласно формуле (1) имеем 

п п

Р(А/В) = ^^ =
Р(В) п п I

Равенство Р(А/В) = у определяет фактически вероятность 

события А в условиях, которые возникают при наступлении со­
бытия В.

Так как формула (1) верна для любых событий (связанных 
с одним опытом), то, поменяв местами А и В (понимая, что 
АВ = ВА), а также полагая Р(А) 0, получаем

Р(В/А) = ЩАВ1. (2)
' Р(А)

Задача 2. В ящике лежат 3 белых и 2 чёрных шара. Из 
ящика дважды вынимают по одному шару, не возвращая их 
обратно. Найти вероятность того, что: 1) первым был извлечён 
белый шар, а вторым — чёрный; 2) вторым был вынут чёрный 
шар при условии, что первым уже был извлечён белый.
|> При решении задачи рассмотрим события:

А — первым вынут белый шар;
В — вторым вынут чёрный шар;
АВ — последовательно извлечены белый, затем чёрный 

шары;
В/А — вторым вынут чёрный шар при условии, что первым 

был извлечён белый.
1) Число всех возможных вариантов извлечения двух ша­

ров из ящика с пятью шарами (с учётом порядка их появле­
ния) равно А? =5’4 = 20, т. е. п = 20. Благоприятствующими 
событию АВ будут все возможные упорядоченные пары «белый
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шар, чёрный шар», составленные из имеющихся трёх белых и 
двух чёрных шаров. Таких соединений согласно правилу произ­

ведения будет 3 • 2 = 6 (т = 6). Таким образом, Р(АВ) = .
Zj U J. U

2) После извлечения из ящика первым белого шара (про­
изошло событие А) там останутся 2 белых и 2 чёрных шара. 
Появлению чёрного шара вторым из четырёх оставшихся (п = 4)

2 1благоприятствуют два исхода (т = 2), поэтому Р(В/А) = —= —•

з
Можно рассудить иначе. Имеем Р(А) = — , так как п = 5 

5
(в ящике первоначально находилось 5 шаров) и т = 3 (белых

3 3было 3). Подставив в формулу (2) значения Р(АВ) = —- и Р(А) = - , 
d/d/ла 3,33-51. 10

получим Р(В/А) 4

Из равенства (1) следует, что
Р(АВ) = Р(В) • Р(А/В). (3)

Из равенства (2) получаем
Р(АВ) = Р(А) • Р(В/А). (4)

Равенства (3) и (4) можно записать в виде следующих ра­
венств:

Р(АВ) = Р(А) • Р(В/А) = Р(В) ■ Р(А/В). (5)

Задача 3. В лаборатории работают 7 женщин и 3 мужчи­
ны. Случайным образом из числа этих сотрудников для научной 
конференции выбираются один докладчик и один содокладчик. 
Какова вероятность того, что докладчиком будет выбрана жен­
щина, а содокладчиком — мужчина?
> Пусть событие А — докладчиком выбрана женщина, собы­
тие В — содокладчик — мужчина.

I способ. Вероятность того, что сначала выбирался основ­
ной докладчик и им оказалась женщина (наступило событие А), 

7 равна Р(А) = — •

Вероятность того, что вторым выбирался содокладчик и им 
оказался мужчина (произошло событие В), вычисляется при усло- 

3 1вии, что первой уже была выбрана женщина, т. е. Р(В/А) = — = —.

7 1 7По формуле (4) имеем Р(АВ) = Р(А) • Р(В/А) = — • — = — •1 и о OU
II способ. Вероятность того, что первым выбирался содо­

кладчик и им оказался мужчина (произошло событие В), равна 
Р(В)=^,.
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Вероятность того, что вторым выбирался докладчик и им 
оказалась женщина (событие А), вычисляется при условии, что 

7
первым уже выбран мужчина, т. е. Р(А/В) = — . По формуле (3)

q 7 7
получаем Р(АВ) = Р(В) ■ Р(А/В) = — • - = — • ◄ J-Jz О V/

М 2. Независимость событий
Определение
События А и В называют независимыми, если

Р(АВ) = Р(А) • Р(В). (6)
Если равенство (6) не выполняется, то события А а В на­
зывают зависимыми.

Определение независимости событий согласуется с введён­
ным понятием условной вероятности. Действительно, событие А 
является независимым от события В тогда и только тогда, когда 
наступление события В не влияет на вероятность наступления 
события А, т. е. когда Р(А/В) = Р(А). В самом деле, соотношение 

pi АВ)Р(А/В) — р(В) = имеет место тогда и только тогда, когда 

выполняется равенство (6).

Задача 4. Из колоды в 36 карт наудачу вынимается одна 
карта. Выяснить, являются ли независимыми события А и В, 
если А — появился король, В — вынута карта червовой или 
пиковой масти.

[> Общее число элементарных исходов испытания равно 36, со- 
4 1бытию А благоприятствуют 4 исхода, поэтому Р(А) = — = — •

Если произошло событие В, то осуществилось одно из 18 элемен­
тарных событий, среди которых событию А благоприятствуют 2, 

2 1и поэтому Р(А/В) = —= ~• Итак, Р(А/В) = Р(А), т. е. события А 18 9
и В независимы. ◄

Определение независимости обобщается на случай п > 2 со­
бытий. События Alf А2, ...,Ап называются независимыми в со­
вокупности, если независимы всевозможные пары из этих 
событий, а также если каждое из этих событий и событие, 
являющееся произведением любого числа остальных событий, 
независимы.

Например, независимость трёх событий А, В и С означает, 
что независимыми должны быть 6 пар событий: А и В, В и С, 
С и А, А и ВС, В и СА, С и АВ. Из определений независимости 
и формулы (6) следует, что если А, В, С — независимые в сово­
купности события, то Р(АВС) = Р(А)Р(В)Р(С). ЬЛ
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Упражнения

531. На столе лежат 4 синих и 3 красных карандаша. Редактор 
дважды наугад берёт по одному карандашу и обратно их не 
кладёт. Найти вероятность того, что:
1) вторым был взят красный карандаш при условии, что 
первым был синий;
2) вторым взят синий карандаш при условии, что первым 
оказался синий;
3) вторым взят синий карандаш при условии, что первым 
был красный;
4) вторым взят красный карандаш при условии, что пер­
вым также оказался красный карандаш.

532. В барабане находится 10 лотерейных билетов, из них 2 вы­
игрышных. Из барабана 2 раза вынимают по одному биле­
ту, не возвращая их обратно. Какова вероятность того, что: 
1) во второй раз был извлечён билет без выигрыша при ус­
ловии, что первым оказался выигрышный билет;
2) в первый раз был вынут выигрышный билет, а во второй 
раз — билет без выигрыша?

533. Из ящика, содержащего 4 белых и 5 красных шаров, 2 раза 
наугад извлекают по одному шару, не возвращая их обрат­
но. Найти вероятность того, что:
1) вторым извлечён красный шар при условии, что первым 
также оказался красный шар;
2) оба раза извлекались красные шары.

534. Из колоды в 36 карт последовательно наугад вынимаются 
и не возвращаются 2 карты. Какова вероятность того, что: 
1) оба раза извлекались карты красной масти;
2) первой была вынута карта красной масти, а второй — 
чёрной масти;
3) второй вынута карта чёрной масти при условии, что пер­
вой была карта красной масти?

535. Выяснить, являются ли независимыми события А и В, 
если:
1) игральная кость бросается дважды; событие А — при 
первом бросании выпало 2 очка, событие В — при втором 
бросании выпало 5 очков;
2) брошены две игральные кости; А — на первой кости по­
явилось 6 очков, В — на второй кости также 6 очков;
3) из колоды карт вынимают по одной карте, возвращая 
вынутую карту в колоду; А — первой вынута дама пик, 
В — второй также вынута дама пик;
4) из колоды карт дважды вынимают по одной карте, не 
возвращая их в колоду; событие А — первой вынута ше­
стёрка треф, событие В — вторым вынут король пик.
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[536?] В букете 10 гвоздик и 5 нарциссов. Оля и Таня случай­
ным образом поочереди вынимают из букета по одному 
цветку. Какова вероятность того, что Оля вынула гвоздику, 
а Таня — нарцисс? (Решить задачу разными способами.)

537 .] В партии из 100 деталей 2 детали бракованные. Два кон­
тролёра поочереди вынимают случайным образом по одной 
детали. Какова вероятность того, что первому контролёру 
досталась бракованная, а второму — небракованная деталь? 
(Решить задачу разными способами.)

538 . Студент, которому предстояло сдать зачёт, знал ответы на 
70 вопросов из 90. Какова вероятность того, что он:

1) верно ответит на два вопроса;
2) ответит на второй вопрос при условии, что он не знал 
ответа на первый вопрос?

§ 4. Вероятность произведения 
независимых событий

Существуют события (происходящие в одном опыте), для 
которых вероятность их совместного появления равна произве­
дению вероятностей каждого из них.

Определение
События А и В называют независимыми, если выполняется 
равенство

Р(АВ) = Р(А) • Р(В). (1)
Если равенство (1) не выполняется, то события А и В на­
зывают зависимыми.
Рассмотрим опыт с бросанием двух игральных костей и ис­

следуем два события: А — на первой кости выпало 5 очков, В — 
на второй кости выпало 5 очков. Выясним, будут ли события А 
и В независимыми.
О Появление любого числа очков на первой кости (в частности, 
наступление события А) не влияет на событие В и его вероят­
ность. Наступление события В не влияет на вероятность собы­

тия А. Имеем Р(А) = — и Р(В) = — .
6 6

Событие АВ состоит в совместном наступлении событий А и 
В. Элементарные исходы события АВ — это пары чисел, в ко­
торых на первом месте стоит число очков первой кости, на вто­
ром — число очков второй кости. Всего элементарных исходов 
испытания п = 36. Среди них присутствует лишь одна пара (5 и 
5 очков), благоприятствующая событию АВ, т. е. т = 1. Таким

образом, Р(АВ) = — = —— = Р(А) • Р(В), т. е. события А и В не- 
36 6 6

зависимые. •
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Существует немало испытаний (называемых независимыми 
испытаниями), в которых вероятности рассматриваемых собы­
тий не зависят от того, произошли или нет другие события, свя­
занные с этим испытанием.

Наверняка можно говорить о независимости событий, если 
они появляются в независимых испытаниях. Так, в рассмотрен­
ном выше примере бросания двух игральных костей — незави­
симые испытания.

Когда же независимость испытаний неочевидна, то незави­
симость событий А и В проверяют с помощью формулы (1).

Задача 1. Из чисел 1, 2, 3, ..., 11, 12 случайным образом 
выбирают одно число и рассматривают два события: А — выбра­
но чётное число, В — выбрано число, кратное трём. Выяснить, 
являются ли события А и В независимыми.

6 1> Среди данных чисел чётных чисел 6, поэтому Р(А) =— = —.

Кратных трём в данном наборе чисел 4, т. е. Р(В) = — 1. Со-

бытие АВ состоит в выборе числа, кратного как числу 2, так 
и числу 3, т. е. кратного числу 6. Таких чисел в наборе 2, по­
этому P(AB) = ^ = i. Так как Р(А) • Р(В) = i = Р(АВ), то 

события А и В независимые. ◄
Заметим, что если бы в задаче 1 выбор осуществлялся из 

первых 13 натуральных чисел, то события А и В были бы за­
висимы.

Задача 2. Выяснить, являются ли события А и В незави­
симыми, если:

1) Р(А) = 0,8, Р(В) = 0,6, Р(АВ) = 0,48;
12 1

2) Р(А) = Р(В)= -, Р(В) = -.

> 1) Так как Р(А) • Р(В) = 0,8 • 0,6 = 0,48 = Р(АВ), то события А 
и В независимые.

12 1 12) Так как Р(А) • Р(В) = ± = = Р(АВ), то события А
4 о О 1Z

и В не являются независимыми. ◄

Задача 3. В изготовленной партии детских мячей вероят­
ность появления бракованного мяча равна 0,004. Произвольным 

образом в красный цвет окрашены — всех мячей, а остальные 
4

мячи окрашены в синий. Какова вероятность того, что наугад 
вынутый мяч будет небракованным и красным?
|> Пусть событие А — появление бракованного мяча. По усло­
вию Р(А) = 0,004. Появление небракованного мяча — событие 
А, и Р( А) = 1 — Р(А) = 1 - 0,004 = 0,996. Пусть событие В — по­
явление красного мяча, тогда согласно условию Р(В) = — .
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Задача сводится к нахождению вероятности совместного по­
явления независимых событий А и В, т. е. к нахождению веро­
ятности события АВ. Согласно формуле (1) имеем 

— — чР(АВ) = Р(А)Р(В) = 0,99б| = 0,747. ◄

Более двух событий называют независимыми в совокуп­
ности, если независимы всевозможные пары из этих событий 
и если каждое из этих событий и событие, являющееся произ­
ведением любого числа остальных событий, независимы. Вероят­
ность совместного появления независимых в совокупности собы­
тий равна произведению вероятностей этих событий.

Задача 4. Три стрелка независимо друг от друга стреляют 
по мишени по одному разу. Вероятности попадания в мишень 
для них равны соответственно 0,2; 0,5 и 0,4. Найти вероятность 
того, что все три стрелка попадут в мишень.
|> Введём обозначения: А1 — попадание в мишень первым стрел­
ком, А2 — попадание в мишень вторым стрелком, А3 — попа­
дание в мишень третьим стрелком. Тогда А1А2А3 — попадание 
в мишень всеми стрелками. События Аг, А2, А3 независимые 
в совокупности события, поэтому

Р^А^з) = Р(АХ) • Р(А2) • Р(А3) = 0,2 • 0,5 • 0,4 = 0,04. ◄ ГУ1

Упражнения
539. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном выстре­

ле равна 0,6. Какова вероятность того, что стрелок попадает 
в мишень в каждом из двух последовательных выстрелов?

540. Вероятность поражения определённой цели первым орудием 
равна 0,7, а вторым — 0,6. Найти вероятность поражения 
этой цели обоими орудиями, стрелявшими по одному разу 
независимо друг от друга.

541. В урне 2 белых, 3 красных и 5 чёрных шаров. Дважды вы­
нимают по одному шару и оба раза возвращают их обратно 
в урну. Какова вероятность того, что:
1) первым вынут красный шар, а вторым — чёрный;
2) первым вынут чёрный шар, а вторым — белый?

542. Бросают три игральные кости. Найти вероятность выпаде­
ния чётного числа очков на каждой кости.

543. Дважды бросают игральную кость. Событие А — при первом 
бросании выпало 6 очков, событие В — в результате второго 
бросания появилось число очков, кратное трём. Найти веро­
ятность события АВ.

544. Дважды бросают игральную кость. Событие А — первый раз 
выпало чётное число, событие В — второй раз выпало чис­
ло, меньшее трёх. Найти вероятность события АВ.
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545. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы­
стреле равна 0,7. Какова вероятность хотя бы одного попада­
ния в мишень этим стрелком в результате двух выстрелов?

546. Вероятность попадания в мишень первым стрелком равна 
0,2, а вторым — 0,3. Какова вероятность того, что мишень 
будет поражена хотя бы одним выстрелом, если стрелки вы­
стрелили в неё по одному разу независимо друг от друга?

547. В выпущенной заводом партии деталей 2% брака, и про­
извольным образом выбранные 0,3 от числа всех деталей 
окрашены в зелёный цвет. Какова вероятность того, что 
случайным образом вынутая из партии деталь окажется не­
окрашенной и небракованной?

548. Вероятность попадания по мишени первым стрелком равна 
0,6, вторым — 0,7, третьим — 0,8. Каждый из них стреляет 
по мишени один раз. Какова вероятность того, что мишень 
поразят только первый и третий стрелки?

549. На предприятии 120 человек, среди которых 40 женщин. 
Каждый сотрудник покупает один билет денежно-вещевой 
лотереи (20 % выигрышных билетов) и один билет спортив­
ной лотереи (10 % выигрышных билетов). Какова вероят­
ность того, что выбранный случайным образом из списка со­
трудников предприятия один человек окажется мужчиной, 
выигравшим в обеих лотереях?

§ 5. Формула Бернулли
В курсе теории вероятностей обосновывается следующее 

утверждение:
если произведено п независимых испытаний, то вероятность 
события В, состоящего в том, что в первом испытании про­
изойдёт событие Аг, во втором — событие А2, ..., в ге-м — 
событие Ап, равна произведению вероятностей событий Аг, 
А2, ..., Ап, т. е.

Р(В) = Р(А1) ■ Р(А2) • ... • Р(Ап). (1)

Задача 1. Стрелок поражает мишень при каждом выстреле 
с вероятностью 0,8. Какова вероятность того, что мишень будет 
поражена лишь при первом и третьем выстрелах, если стрелок 
выстрелит по мишени 3 раза?
О Пусть событие А — попадание стрелком по мишени при од­
ном выстреле, тогда событие А — промах. По условию задачи 
Р(А) = 0,8, тогда Р( А) = 1 - Р(А) = 1 - 0,8 = 0,2. Рассматриваемое 
в задаче событие В состоит в том, что стрелок при первом вы­
стреле поразил мишень, при втором промахнулся, при третьем 
снова попал, т. е. В = ААА.
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Согласно формуле (1)

Р(В) = Р( ААА) = Р(А)Р( А )Р(А) = 0,8 • 0,2 • 0,8 = 0,128. ◄

Задача 2. Стрелок поражает мишень при одном выстреле 
с вероятностью 0,8. Найти вероятность поражения мишени лишь 
двумя выстрелами, если всего стрелок стреляет 3 раза.
0 Пусть событие А — попадание по мишени при одном выстре­
ле, а событие В состоит в попадании по мишени при любых двух 
из трёх сделанных выстрелов. Иначе: событие В произойдёт, 
когда произойдёт одно из несовместных событий ААА, ААА 
или ААА, т. е. В = АА А + А А А + А АА.

Согласно теореме о вероятности суммы несовместных собы­
тий (см. § 2) имеем

Р(В) = Р(ААА) + Р(ААА) + Р(ААА). (2)
Используя рассуждения задачи 1, заметим, что каждое сла­

гаемое в правой части равенства (2) равно 0,128. Таким образом, 
искомая вероятность Р(В) = 3 • 0,128 = 0,384. ◄

Допустим, производятся п однотипных независимых ис­
пытаний, в каждом из которых событие А может произойти, 
а может не произойти (т. е. произойдёт событие А). Условим­
ся считать, что в каждом из испытаний вероятность события А 
равна р. Тогда вероятность противоположного ему события А 
будет равна 1-р.

Поставим задачу:
Вычислить вероятность события В, заключающегося в том, 

что при п независимых испытаниях событие А произойдёт ровно 
k раз.
КЛ Рассмотрим событие Вх, состоящее в том, что в первых k 
испытаниях наступило событие А, а в следующих (п — k) испы­
таниях — событие А, т. е.

Bt= А-А-...■ А • А А-... А. 
k множителей п — k множителей

Согласно формуле (2)
Р(В,) = Р(А) • Р(А) •... • Р(А) • Р( А) • Р( А) ■... • Р( А) = 

k множителей n — k множителей

= Р Р-...-Р■ (1-р) (1-р)-... (1-р) = р\ 1 -р)п-k. 
k множителей п - k множителей

Рассмотрим события Bt, в которых событие А повторяется 
k раз в различных последовательностях. Тем не менее вероят­
ность любого события Bt, являющегося произведением k собы­
тий А и (п - /?) событий А, будет равна р\1 ~ р)п ~к.
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Число способов записи произведений из k событий А и 
(п - k) событий А, отличающихся друг от друга порядком рас­
положения в них множителей Ли А, равно числу перестановок 
с повторениями Pk,n-k.

По доказанному в § 5 предыдущей главы

Pk,n-k = C*. (3)

Событие В, состоящее в том, что в п испытаниях событие А 
наступит k раз и не наступит (п — k) раз, очевидно, равно сумме 
несовместных событий Bt, отличающихся друг от друга лишь по­
рядком расположения в них k множителей А и (п — /?) множите­
лей А. Число таких событий согласно равенству (3) равно С*:

В = Вг + Р2 + ... + Bj + ....
С* слагаемых

Согласно замечанию к теореме 1 из § 2 о вероятности суммы 
попарно несовместных событий имеем

Р(В) = Р(В1) + Р(В2)+... + Р(В/) + ... =

Сд слагаемых

= р\1- p)n~k + pk(i- Pr~k +... + р\1- p)n~k + ... =

С„ слагаемых

= cknPk(i-Py-k. вя
Вероятность события В принято обозначать Pn(k), подчёр­

кивая тем самым, что рассматривается вероятность события, на­
ступившего ровно k раз в серии из п однотипных испытаний. По 
доказанному выше

Pn(k}- Cknp\l-р)п~к, (4)
где р = Р(А).

Формулу (4) называют формулой Бернулли в честь швей­
царского математика Якоба Бернулли, изучавшего в начале 
XVIII в. испытания с двумя возможными исходами.

Задача 3. Игральный кубик бросается 4 раза. Какова ве­
роятность того, что в этой серии испытаний 5 очков появятся 
ровно 3 раза?
> Пусть А — появление 5 очков в одном испытании. Событие А 
в каждом из четырёх независимых испытаний может произойти, 

а может и не произойти. Известно, что р = Р(А) = — . Тогда со­
гласно формуле (4) 6

ч Л1 Л3 Л i \4 “ 3 1 5 5Р(3) = С? - 1 - - = 4 • —— • - = -5- « 0,015. ◄
4 4UJ I 6j 216 6 324
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Задача 4. Вероятность того, что лампа определённого вида 
не перегорит в течение 1000 ч, равна 0,3. Какова вероятность 
того, что из пяти ламп данного вида не менее четырёх останутся 
исправными после 1000 ч горения?
0 Рассмотрим горение каждой из 5 ламп в течение 1000 ч как 
независимые испытания, в которых вероятность неперегорания 
лампы равна 0,3. В серии из 5 подобных испытаний фактически 
требуется найти вероятность суммы следующих несовместных 
событий: А — исправными остались 4 лампы и В — исправ­
ными остались 5 ламп. Вероятность этого события равна сумме 
вероятностей событий А и В:

Р(А) + Р(В) = Р5(4) + Р5(5) = Cg0,34(l - 0,3)5-4 +

+ Cf • 0,35 • (1 - 0,3)5-5 = 5 • 0,0081 • 0,7 + 1 • 0,00243 • 1 =

= 0,03078 ~ 0,03.

Упражнения

550. Монету бросают 10 раз. Какова вероятность того, что орёл 
появится при этом ровно: 1) 4 раза; 2) 5 раз?

551. Игральный кубик бросают 5 раз. Какова вероятность того, 
что 6 очков появятся ровно: 1) 2 раза; 2) 4 раза?

552. Игральный кубик бросают 4 раза. Какова вероятность того, 
что 6 очков в этой серии испытаний появятся не менее 
трёх раз?

553. Вероятность попадания по кольцу у некоторого баскетбо­
листа при каждом броске равна 0,7. Какова вероятность 
у этого баскетболиста попасть по кольцу хотя бы один раз 
в серии из трёх бросков?

Упражнения к главе VI

554. Какова вероятность того, что при одном бросании игральной 
кости выпадет либо 5, либо 6 очков?

555. Из урны, содержащей 15 белых, 10 красных и 5 синих ша­
ров, наугад извлекается один шар. Какова вероятность по­
явления белого шара?

556. Одновременно бросают две игральные кости. Найти вероят­
ность того, что сумма выпавших очков равна 8.

557. Набирая номер телефона, абонент забыл две последние 
цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал 
их наугад. Какова вероятность того, что номер набран пра­
вильно?
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558. Брошена игральная кость. Какова вероятность того, что не 
выпадут 3 очка?

559. Брошены монета и игральная кость. Какова вероятность 
того, что выпадут орёл и 6 очков?

560. По мишени стреляют 2 раза. Вероятность попадания в ми­
шень при первом выстреле равна 0,8, при втором выстре­
ле — 0,9. Какова вероятность того, что мишень не будет 
поражена ни одним выстрелом?

561. Игральная кость брошена 2 раза. Найти вероятность того, 
что оба раза появится одинаковое число очков.

562. Из урны, содержащей 3 чёрных, 4 белых и 5 красных ша­
ров, наудачу вынимают один. Какова вероятность того, что 
вынутый шар окажется: 1) чёрным; 2) чёрным или белым?

563. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что 
3 очка появятся хотя бы на одной из костей.

564. Из колоды в 36 карт последовательно наугад вынимают две 
карты и не возвращают обратно. Найти вероятность того, 
что:
1) вынуты два туза;
2) сначала извлечён туз, а затем дама;
3) вынуты 2 карты бубновой масти;
4) вторым извлечён туз, если известно, что первой была вы­
нута дама.

565. В урне находится 10 белых и 10 чёрных шаров. Из неё по­
следовательно вынимают 2 шара и не возвращают обратно. 
Какова вероятность того, что:
1) оба раза извлекались шары чёрного цвета;
2) первым вынут белый шар, а вторым — чёрный;
3) вторым извлечён чёрный шар, если известно, что первым 
был вынут белый шар?

566. Брошены три монеты. Найти вероятность того, что выпало 
не более двух орлов.

567. Из полного набора костей домино берутся наугад две кости. 
Определить вероятность того, что вторую кость можно при­
ставить к первой.

568. В лотерее из 100 билетов 10 выигрышных. Какова вероят­
ность того, что ни на один из трёх купленных билетов не 
выпадет выигрыш?

569. В лотерее п билетов, из которых т выигрышные. Найти 
вероятность выигрыша (наличия хотя бы одного выигрыш­
ного билета) у того, кто имеет k билетов (k < п — т).
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570. Владелец одной карточки лотереи Спортлото (6 из 49) за­
чёркивает 6 номеров. Найти вероятность того, что им будут 
угаданы выигрышные: 1) все 6 номеров; 2) только 5 номе­
ров?

571. Вероятность того, что при одном измерении некоторой фи­
зической величины будет допущена ошибка, превосходя­
щая заданную точность, равна 0,1. Произведены три не­
зависимых измерения этой физической величины. Найти 
вероятность того, что не более чем в одном измерении до­
пущенная ошибка превысит заданную точность.

572. На участке цепи последовательно соединены три прибора, 
работающие независимо друг от друга. Вероятности отказа 
каждого из этих приборов соответственно равны 0,05; 0,1; 
0,2. Найти вероятность того, что на этом участке ток не 
пойдёт.

573. По данным технического контроля 2% изготовленных авто­
мобильных двигателей нуждаются в дополнительной регу­
лировке. Найти вероятность Р того, что из пяти купленных 
оптовиком двигателей нуждаются в дополнительной регу­
лировке: 1) два; 2) не более двух.

[574?] В партии из т деталей п бракованных. Выбирают наугад 
k деталей. Определить вероятность того, что среди этих 
k деталей будет р бракованных (р < k < п < т).

575?] Полная колода карт (52 листа) делится наугад на две пачки 
по 26 листов в каждой. Найти вероятность того, что в каж­
дой пачке окажется по два туза.

576. В розыгрыше первенства страны по волейболу участвуют 
18 команд, из которых случайным образом формируются 
две группы по 9 команд в каждой. Среди участников пер­
венства имеются 5 команд из одной республики. Найти ве­
роятность того, что все 5 команд этой республики попадут 
в одну и ту же группу.

577. Монету бросают 8 раз. Какова вероятность того, что орёл 
появится:
1) ровно 2 раза; 2) ровно 6 раз;
3) не менее 6 раз; 4) не более 2 раз?

578. Игральный кубик бросают 5 раз. Какова вероятность того, 
что одно очко появится:
1) ровно 2 раза; 2) ровно 3 раза;
3) не более 2 раз; 4) не менее 4 раз?

579. Вероятность того, что насекомое определённого вида будет 
жить более 100 дней, равна 0,5. Какова вероятность того, 
что среди выбранных для наблюдения 10 насекомых этого 
вида не менее 8 экземпляров будут жить более 100 дней?
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Вопросы к главе VI

1. Какие события называют случайными? достоверными? не­
возможными?

2. Что называют суммой событий?

3. Что называют произведением событий?

4. Какое событие называют противоположным данному собы­
тию?

5. Какие события называют равновозможными?

6. Что называют вероятностью (в классическом понимании) 
события А?

7. Какие события называют несовместными?

8. Чему равна вероятность суммы двух несовместных событий?

9. Какие события называют независимыми?

10. Чему равна вероятность суммы двух произвольных собы­
тий, которые могут произойти в одном опыте?

11. Записать формулу Бернулли и пояснить её смысл.

Проверь себя!

1. Бросают 2 монеты. Какова вероятность того, что на обеих 
монетах выпадет орёл?

2. Вероятность извлечения из партии одной бракованной 
детали равна 0,05. Какова вероятность того, что наугад 
извлечённая деталь окажется небракованной?

3. В ящике лежат 2 чёрных, 3 белых и 10 красных шаров. 
Какова вероятность того, что наугад вынутый один шар 
окажется или чёрного, или белого цвета?

4. В вазе лежат 3 апельсина и 5 яблок. Мальчик не глядя берёт 
из вазы один плод, затем, не возвращая его, берёт другой. 
Найти вероятность того, что первым был взят апельсин, 
а вторым — яблоко.

5. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном 
выстреле равна 0,8. Какова вероятность попадания в мишень 
в каждом из двух произведённых выстрелов?

6. Ученик знал ответы на 15 вопросов из 20, которые 
предлагались к зачёту. Ответа на первый попавшийся на 
зачёте вопрос он не знал. Какова вероятность того, что 
ученик ответит на второй из предложенных ему вопросов?
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1. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном 
выстреле равна 0,9. Какова вероятность того, что после двух 
выстрелов в мишени окажется одна пуля?

2. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном 
выстреле равна 0,8. Какова вероятность того, что мишень 
после трёх выстрелов будет поражена хотя бы одним 
выстрелом?

3. В коробке лежат 20 одинаковых по форме шаров, причём 
8 из них легче остальных. Известно, что произвольные 
5 шаров из 20 окрашены в красный цвет. Какова вероятность 
того, что случайным образом вынутый один шар окажется 
не красным, но лёгким шаром?

4. В первой коробке находятся 2 белых, 3 чёрных и 4 красных 
шара, а во второй коробке — 1 белый, 2 чёрных и 3 красных 
шара. Какова вероятность того, что вынутые по одному из 
каждой коробки шары окажутся разных цветов?

А I Историческая справка
Возникновение теории вероятностей как науки было об­

условлено развитием в XVII в. страхового дела, демографии, 
а также широким распространением в Европе азартных игр. 
В таких играх (картах, домино, костях и пр.) выигрыш в ос­
новном зависел не от искусства игрока, а от случайности. Сло­
во «азарт» произошло от французского слова hasard, означаю­
щего «случай», «риск». Богатые люди, увлечённые азартными 
играми, порой прибегали к помощи математиков для решения 
проблем, возникающих во время игры. Годом рождения теории 
вероятностей многие учёные считают 1654 г., к которому отно­
сится переписка двух великих французских учёных Б. Паскаля 
и П. Ферма по поводу решения задачи, возникшей при игре 
в кости.

В XVII в. учёные начали использовать азартные игры как 
удобные и наглядные модели для исследования понятий теории 
вероятностей. Первая книга по теории вероятностей называлась 
«О расчётах в азартной игре» и была опубликована в 1657 г. 
Её автор, голландский учёный X. Гюйгенс, писал: «...при внима­
тельном изучении предмета читатель заметит, что он занимается 
не только игрой, а что здесь даются основы теории вероятностей, 
глубокой и весьма интересной».

В 1713 г. была опубликована книга известного швейцарско­
го математика Я. Бернулли «Искусство предположений», в ко­
торой автор изложил основы комбинаторики и аппарата вычис­
ления вероятностей, а также доказал одну из замечательных
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теорем теории вероятностей, названную впоследствии теоремой 
Бернулли. На доказательство этой теоремы учёный потратил 
20 лет жизни, а само оно заняло 12 страниц. Эта теорема — 
важный частный случай одного из основных законов теории 
вероятностей — закона больших чисел, открытого в середине 
XIX в. русским учёным П. Л. Чебышевым. Закон больших чисел 
имеет широкое практическое применение в вопросах, связанных 
с определением вероятностей событий, для которых рассчитать 
точное значение вероятности (в её классическом понимании) не­
возможно.

Дальнейшее развитие теории вероятностей связано с рабо­
тами французского математика и астронома П. Лапласа (1749— 
1827), немецкого математика К. Гаусса, российских математи­
ков А. А. Маркова (1856—1922), А. М. Ляпунова (1857—1918) 
и др. Значительный вклад в теорию вероятностей внесли отече­
ственные учёные А. Н. Колмогоров (1903—1987), А. Я. Хинчин 
(1894—1959), Б. В. Гнеденко и др.

В настоящее время теория вероятностей продолжает разви­
ваться и находит широкое применение в естествознании, эконо­
мике, производстве и гуманитарных науках.



Комплексные числа
Мнимые числа — это прекрасное 

и чудесное убежище божественного 
духа, почти что сочетание бытия 

с небытием.

Г. Лейбниц

Наше представление о числе изменялось по 
мере расширения круга задач, которые необходимо 
было решать. Если для счёта отдельных предметов 
достаточно было натуральных чисел, то для реше­
ния уравнений вида х + a = Ъ натуральных чисел 
недостаточно, нужно было вводить отрицательные 
числа и нуль.

Для того чтобы решать уравнения вида 
ах + Ъ = 0, где a^Z и b Е N, понадобились рацио­
нальные числа. Но уже решение таких, например, 
уравнений, как х2 = 3, х2 - 2 = 0, потребовало вве­
дения иррациональных чисел. Однако оказалось, 
что рациональных и иррациональных чисел (обра­
зующих множество действительных чисел) также 
недостаточно даже для решения простейших ква­
дратных уравнений с натуральными коэффициента­
ми, таких, например, как

х2 + 1 = 0, х2 + х + 1 = 0.
Потребовалось введение новых чисел, назван­

ных сначала мнимыми, а затем комплексными.
Таким образом, стремление сделать уравне­

ния разрешимыми явилось одной из главных при­
чин расширения понятия числа.

В результате расширения понятия числа до 
комплексных чисел появилось понятие мнимой 
единицы — числа, квадрат которого равен -1. Вы­
ражение вида ,J-1 впоследствии Л. Эйлер предло­
жил обозначать буквой i (по первой букве француз­
ского слова imaginaire — мнимый). Таким образом, 
i = yf-1, или z2 = -1.

С помощью числа i корни уравнения х2 + 1 = 0 
записываются как х = ±i, а корни уравнения 

х2 + х + 1 = 0 — как х = + — i.
2 “ 2
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В общем виде все известные вам числа теперь можно записать 
так: а 4- Ы, где а и Ъ — действительные числа. При Ъ = 0 это число 
становится действительным аналогично тому, как рациональное число 
— при п = 1 становится целым. 
п

Вид числа а + Ы говорит о том, что оно составное из действи­
тельной и мнимой частей. Его название — комплексное и произошло 
от латинского слова complexus — составной. Запись комплексного 
числа в виде а + Ы называется алгебраической. С числами в таком 
виде удобно работать как с многочленами (их можно складывать, 
вычитать, перемножать, делить). Существуют и другие формы запи­
си комплексных чисел. С одной из них — тригонометрической вы 
познакомитесь в этой главе. С числами, записанными в такой фор­
ме, удобно выполнять действия умножения, деления и возведения 
в степень.

История появления комплексных чисел ведёт отсчёт с XVI в. 
К XIX в. было изобретено геометрическое толкование комплексных 
чисел вида а + Ы как точек координатной плоскости с координатами 
(а; &). Позднее оказалось, что ещё удобнее изображать комплексные 
числа в виде векторов с началом в начале координат и концом в точке 
(а; &), а действия с ними выполнять аналогично действиям с векто­
рами. Это существенно расширило область применения комплексных 
чисел. Их стали применять не только при решении уравнений, но 
и в других разделах математики, например в планиметрии: многие 
её теоремы стало достаточно просто доказывать как некоторые ком­
плексные тождества.

Геометрическая форма комплексного числа (с которой вы позна­
комитесь в этой главе) используется и в физике, там, где речь идёт 
о векторных величинах, например в теориях упругости и колебаний, 
в аэро- и гидродинамике, в электротехнике.

Комплексные числа используются, например, в описании про­
цессов плоского течения жидкости, обтекания профилей газами и 
жидкостями. Так, комплексные числа использовал великий русский 
учёный Н. Е. Жуковский (1847—1921) при создании теории крыла ле­
тательных аппаратов.

С помощью комплексных чисел можно рассчитывать параметры 
для сетей постоянного и переменного тока. В электротехнике ком­
плексными числами описывают реактивное сопротивление катушек 
и конденсаторов.

Комплексные числа лежат в основе математического аппарата 
квантовой физики. Ключевое уравнение квантовой механики — урав­
нение Шрёдингера — содержит мнимую единицу; решение этого 
уравнения также содержит I. Однако конечные формулы для расчёта 
наблюдаемых физических характеристик уже не содержат комплекс­
ных чисел (мнимая единица i «поработала» в расчётах как необходи­
мый вспомогательный аппарат и «удалилась»).
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Вычисления целого ряда интегралов при использовании теории 
функций комплексного переменного превращаются в тривиальные 
задачи.

Некоторые формулы с использованием мнимой единицы поража­

ют воображение: е™ = -1, il = ellni = е %.
Знание комплексных чисел позволяет удобно и компактно фор­

мулировать многие математические модели, применяемые в есте­
ственных науках и прикладных знаниях. Например, с помощью модели 
Т = П + 1Ц в экономике описывают свойства товара, имеющего опре­
делённые потребительские характеристики (17) и цену (Ц) — денеж­
ную оценку потребительских свойств товара.

§ 1. Определение комплексных чисел.
Сложение и умножение 
комплексных чисел

Ml ГУП 1. Введение
Прежде чем давать определение комплексных чисел, необ­

ходимо понять, какими свойствами должны обладать новые чис­
ла, какие операции желательно ввести для них и каким законам 
должны подчиняться эти операции.

Прежде всего для новых чисел введём понятие равенства, 
определим операции сложения и умножения новых чисел так, 
чтобы для них имели место переместительный, сочетательный 
и распределительный законы.

В случае когда комплексные числа совпадают с действи­
тельными, новые операции сложения и умножения должны пре­
вращаться в известные: сложение и умножение действительных 
чисел.

Для того чтобы на множестве комплексных чисел уравнение 
х2 + 1 = 0 имело решение, было введено некоторое новое число — 
корень этого уравнения, которое было обозначено буквой i. Та­
ким образом, i — комплексное число, такое, что i2 = —l.

Ш 2. Понятие комплексного числа

Комплексными числами называют выражения вида а + Ы, 
где а и & — действительные числа, a i — некоторый сим­
вол, для которого по определению выполняется равенство 
i2 = -l.

Название «комплексные» происходит от слова «состав­
ные» — по виду выражения а + Ы. Число а называется действи­
тельной частью комплексного числа а + Ы, а число Ъ — его 
мнимой частью. Число i называется мнимой единицей.
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Например, действительная часть комплексного числа 2 — 3/ 
равна 2, мнимая часть равна —3. Запись комплексного числа 
в виде а + Ы называют алгебраической формой комплексного 
числа.

Два комплексных числа а + Ы и с + di называются равными 
тогда и только тогда, когда а = с и Ъ = d, т. е. когда равны 
их действительные и мнимые части.

/— з з у—
Например, 1,5 + V9z = - + 3z, так как 1,5 = -, V9 = 3. 

г г

Задача 1. Найти действительные числа х и у из равенства 
(Зх - у) + (х + y)i = 6 - 2i.

> По определению равенства комплексных чисел запишем си­
стему уравнений

I Зх - у = 6, 
[х + у = -2, 

решая которую находим х=1, z/ = -3. ◄ 
Операции сложения и умножения двух комплексных чисел 

определяются следующим образом:
Суммой двух комплексных чисел а + Ы и с + di называется 

комплексное число (а + с) + (b + d)i, т. е.
(а + Ы) + (с + di) = (а + с) + (Ь + d)i. (1)

Произведением двух комплексных чисел а + Ы и с + di на­
зывается комплексное число (ас — bd) + (ad + bc)i, т. е.

(а + Ы)(с + di) = (ас — bd) + (ad + bc)i. (2)
Из формул (1) и (2) следует, что сложение и умножение 

комплексных чисел можно выполнять по правилам действий 
с многочленами.

Поэтому нет необходимости запоминать формулы (1) и (2), 
их можно получить по обычным правилам алгебры, считая, что 
i2 = -l.

Задача 2. Найти произведение 
(2 + 30(1 + 20.

|> (2 + 30(1 + 2i) = 2*l + 2e2/ + 3/el + 3/e2/ = 2 + 6/2 + 7i = 
= -4 + 7/. ◄

Принято считать, что а + 0 • i = а, т. е. комплексное число 
а + 0/ — это действительное число а.

Число вида 0 + Ы обозначают &/, т. е. О + Ы = &/; его назы­
вают чисто мнимым числом.

Комплексное число 0 + 0/ = 0 является единственным чис­
лом, которое одновременно и действительное, и чисто мнимое.

Комплексное число принято обозначать одной буквой, чаще 
всего буквой z. Запись z = а + Ы означает, что комплексное чис­
ло а + Ы обозначено буквой z.
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Операции сложения и умножения комплексных чисел об­
ладают такими же свойствами, как и операции для действитель­
ных чисел.

■ 3. Основные свойства сложения и умножения 
комплексных чисел

2.

3.

Переместительное свойство
21 + 22 = 22 + 21, 2122 = 2221.

Сочетательное свойство
+ 22) + Z3 = Zx + (Z2 + 23), (21г2)23 = 21(2223).

Распределительное свойство
^1(^2 ^з) = ^1^2 *1*3-

Докажем, например, свойство 3.
О Пусть zx = аг + bri9 z2 = а2 + b2i и = а3 + b3i. Доказать, что

21(^2 + гз) = г1г2 + ЗД- (3)
Преобразуем левую часть равенства (3):

^1(^2 + 2з) = (ai + &i0(a2 + а3 + (b2 + &3)Z) =
= аг(а2 + а3) - b1(b2 + &3) + (&г(а2 + а3) + ar(b2 + &3))Z =
= а1а2 + а1а3 - brb2 - &1&3 + (&ха2 + &1а3 + arb2 + arb^i.

Преобразуем правую часть равенства (3):
zrz2 + 2г23 = (at + b1i)(a2 + b2i) + (аг + &1Z)(a3 + &3Z) =

= a1a2 - brb2 + (arb2 + b^a^i + ara3 - b±b3 + (arb3 + &1a3)Z =
= ara2 + ara3 - brb2 - brb3 + (Ьга2 + bras + arb2 + a^b^i.

Следовательно, равенство (3) выполняется. •
Аналогично доказываются свойства 1 и 2.
Заметим, что числа 0 = 0 +Oi и 1 = 1 + 0/ на множестве ком­

плексных чисел обладают теми же свойствами, что и на множе­
стве действительных чисел:

г + 0 = г, 2*1=2.

Задача 3. Выполнить действия:
(1 + 20(-3 - 0 + (4 + 3/) • 2 - 12/.

> (1 + 2i)(-3 - г) + (4 + 3i) • 2 - 12i = -3 - i - 6i - 2г2 + 8 + 6г - 12г = 
= —3 — 7Z + 2 + 8 — 6/ = 7 — 13/. ◄

Определение комплексного числа как числа вида а + Ы не­
сёт в себе определённую неясность, которая связана с примене­
нием знаков сложения и умножения до того момента, когда эти 
операции вводятся явно.

Устранению этой неясности способствует строгое определе­
ние комплексного числа.
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Определение
Комплексным числом z называют пару (а; &) действитель­
ных чисел а и &, взятых в определённом порядке.

Пары (а; Ь) и (с; d) задают одно и то же комплексное чис­
ло тогда и только тогда, когда они совпадают, т. е. тогда, когда 
а = с, b = d.

Сложение и умножение комплексных чисел определяются 
в этом случае равенствами

(а; Ь) + (с; d) = (а + с; Ъ + d), 
(a; b)(c; d) = (ас - bd; ad + be).

Далее доказываются основные свойства арифметических дей­
ствий. Затем особо выделяют числа вида (а; 0), a£R, и (0; 1) 
и устанавливают, что сложение и умножение комплексных чи­
сел полностью согласуются со сложением и умножением дей­
ствительных чисел, если пару (а; 0) считать действительным 
числом а.

Число а называют действительной частью комплексного 
числа и обозначают а = Re г, число b называют мнимой частью 
комплексного числа и обозначают b = Im z (от французских слов 
гёе1е — действительный и imaginaire — мнимый).

Комплексные числа (а; Ь) при Ъ 0 называют мнимыми чис­
лами, а числа вида (0; Ь) называют чисто мнимыми числами. 1мД1

Упражнения

580. (Устно.) Назвать действительную и мнимую части ком­
плексного числа:
1) 3 + 4i; 2) | + 3) V2-V5i;

4) -^4 + i; 5)12; 6) 3,5i.

581. Записать комплексное число, у которого действительная и 
мнимая части соответственно равны:
1) 2 и 5; 2) 2,3 и -1,7;
3) 0 и -6; 4) -6 и 0.

582. (Устно.) При каком значении х равна нулю действительная 
часть комплексного числа:

3) (2х + 1) - 3Z; 4) (Зх - 5) + 4i?

583. (Устно.) При каком значении х равна единице мнимая часть 
комплексного числа:
1) 12 + (x-3)i; 2) -l + (x+l)i;
3) V2 + (2x-l)i; 4) -|-(3x-4)i?
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584. Указать, какие из данных комплексных чисел равны:

-| + V9i; ^8 + i; -0,5+ 3i; 2 + i; -5-V36i; V36i.
di

585. Найти сумму комплексных чисел:
1) (5 + 4i) + (-2 + 3i); 2) (1 + 5i) + (6 - 7i);
3) (0,5 - 3,2i) + (1,5 - 0,8i); 4) (-1 - 2i) + 3i;
5) (3 + V5i) + (3-V5i); 6) +

\ О di ) \ о

586. Найти произведение комплексных чисел:
1) (2 + 3i)(4 + 5i); 2) (1 - 2i)(5 - 0;
3) (-3 - 20(2 + 30;
5) Г-| +1,5^1(2-40; 

\ di )

4) (3 - 0(3 + 0;
6) (V2+ 3i)(V2+ 3i).

587. Выполнить действия:
1) 2(1 + 0 + 3 - 7i
2) (2 + 0(-3-20+1 + Hi;
3) 2i(l + i) + 4i^2 --^ij;

4) (-3 + 4i)2i + (-2 - 7i)(-3i);
5) (д/з + 2i)(V3 - i) + 1 - 4V3i;

6) |i(6-12i) + 7i(4 + 8i). 
o 4

588. Какое число можно прибавить к числу 7,5 - 2д/5г, чтобы 
оно стало:
1) действительным; 2) чисто мнимым?

589. Найти действительные числа х и у, если:
1) Эх + 2yi = 12 + i; 2) х - 2yi = -1 - V3i;

3) 2х - (3 + y)i = -4 + 5,3i; 4) -Зх + ^y - ^i = 1,5 + -ji;

5) (x + y) + (x - y)i = 3 + i; 6) (5x - y) + (x + y)i = 7 - i.

590. Упростить выражение (a, b — действительные числа)
1) (a + 3&0 + (a - 5&i);
3) (a + 3bi)(a - 3bi);
5) (2b + 3ai)(3a + 2bi);

2) (3a + 2bi) + (-7a - 2&i);
4) (2a + &i)(2a - fei);
6) (3a + 4fei)(4& + 3ai).

591. Найти действительные значения x, при которых число z бу­
дет действительным:
1) z = 6x2i + 2xi - 5х2; 2) z = (х - 3xi) + (5 + x2i).

592. При каких действительных значениях х и у комплексные 
числа zx = х2 - 7х + Эу1 и z2 = уЧ + 20i - 12 равны?
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593. Найти действительные значения хну, если:
1) (х + 2yi) + (Зг/ - 2xi) = 2 + 4г;
2) (2х + 5yi) + (у + xi) = 2 + г;
8) y- — + 7i = ^ + yi-2;

4) - + - + - = --- +Зг.
X у X X у

594. Доказать равенство:
1) 21 + 22 = 22 + 21;
3) (2х22)23 = 2х(2223);
5) 2 + 0 = 2;

2) 2^2 = 222^,

4) (гг + 22) + 23 = 2г + (22 + 23);

6) 2’1=2.

§ 2. Комплексно сопряжённые числа.
Модуль комплексного числа.
Операции вычитания и деления

ГУ 1. Комплексно сопряжённые числа

Определение
Сопряжённым с числом z = а + Ы называется комплексное 
число а - bi, которое обозначается г, т. е.

2 = а + Ы = а - bi.

Например, 3 + 4г = 3 - 4г, -2 - 5г = -2 + 5г, г = -г.
Отметим, что а - Ы = а + Ы, поэтому для любого комплекс­

ного числа 2 имеет место равенство

(2) = 2.

Равенство z = 2 справедливо тогда и только тогда, когда 
2 — действительное число.
О Пусть 2 = а + Ы. Тогда z = а - bi, и равенство а + bi = а - Ы по 
определению равенства комплексных чисел справедливо тогда 
и только тогда, когда Ъ = -Ь, т. е. Ъ = 0, а это и означает, что 
z = a + bi = a + Oi = a — действительное число. •

Из определения следует, что

г1 + Z2 = 21 + 22 •

I2. Модуль комплексного числа
Модулем комплексного числа z = а + Ы называется число 

^а2 + b2 и обозначается \z\, т. е.

|г| = |а + &г| = у)а2 + b2. (1)
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Например, |3 + 4i| = у/32 + 42 = 5, |1 + i\ = yl2 + I2 = л/2, \i\ =

= д/о2 +12 = 1.
Из формулы (1) следует, что |г| >0 для любого комплексно­

го числа г, причём |г| = 0 тогда и только тогда, когда z = 0, т. е. 
когда а = 0 и Ъ = 0.

Докажем, что для любого комплексного числа z справедли- 
вы формулы l2l-l2l> 22 l2l •
О Пусть z = а + Ы. Тогда z = а - Ы, и по определению модуля 
комплексного числа

|г| = \а - bi\ = yja2 + (~b)2 = у)а2 + Ь2 = |г|.

Найдём произведение:
zz = (а + Ы)(а - Ы) = а2 - (bi)2 = а2 + b2 = \z\2. •

М 3. Вычитание комплексных чисел
Комплексное число (~l)z называется противоположным 
комплексному числу z и обозначается —z.
Если z = а + Ы, то -z = -a- Ы. Например, -(3 - 50 = -3 + 5/.
Для любого комплексного числа z выполняется равенство 

z + (-z) = 0.
Вычитание комплексных чисел вводится как операция, об­

ратная сложению: для любых комплексных чисел и z2 суще­
ствует, и притом только одно, число г, такое, что

Z + Z2 = ZX, (2)
т. е. уравнение (2) имеет только один корень.

Прибавим к обеим частям равенства (2) число (~z2), проти­
воположное числу г2:

z + z2 + (~z2) = zx + (~z2), откуда z = zx + (-г2).
Число z = zx + (-г2) обычно обозначают z = zx - z2 и называют 

разностью чисел zx и z2.
Если г1 = аг + z2 = а2 + 62Z, то разность zx — z2 имеет сле­

дующий вид:
(аг + bri) - (а2 + b2i) = (ах - а2) + (&х - b2)i. (3)

Формула (3) показывает, что разность комплексных чисел 
можно находить по правилам действий с многочленами.

Задача 1. Найти разность (1 + 30 - (-4 + 50.
> (1 + 30 - (-4 + 50 = 1 + Si + 4 - 5i = 5 - 2i. ◄

4. Деление комплексных чисел
Деление комплексных чисел вводится как операция, об­

ратная умножению: для любых комплексных чисел zx и z2 0 
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существует, и притом только одно, число г, такое, что zz2 = 
т. е. это уравнение относительно z имеет только один корень, ко­
торый называется частным чисел zx и z2 и обозначается : г2, 

ZX 
или — , т. е. z = zA : z2 = — .

г2 г2

Комплексное число нельзя делить на нуль.
Докажем, что уравнение z2z = zx для любых комплексных чи­

сел zx и г2 0 имеет только один корень, и найдём этот корень. 
О Умножив обе части уравнения на ^2, получим гг2г2 = г1г2’ 

т. е. II2-
г|г2| =zxz2.

Полученное уравнение равносильно данному, так как г2 # О, 
и потому ^2 # 0. Умножим обе его части на действительное чис-

1 I |2 г1^2
ло —(заметим, что |г2| 0, так как г2 0), получим z =—

Ы |^2|
Итак, частное комплексных чисел zx и г2 0 можно найти по 
формуле _ ~ =

Каждое комплексное число г, не равное нулю, имеет обрат­
ное ему число гг, такое, что z • w = 1. Если z = а + Ы и w = х + yi^ 
то равенство z • w = 1 принимает вид

(а + bi)(x + z/i) = 1 или (ах - by) + (bx + ay)i = 1.
Из последнего равенства получаем систему

(ах - by = 1,
\Ъх + ау = 0,

а —Ьрешая которую находим х = —-------, у = —-------.
а2 + Ъ2 а2 + Ъ2

Заметим, что а2 + Ь2 0, так как z 0.
Таким образом, если z = а + Ы, то число, ему обратное, при­

нимает вид . ,1 а Ъw = — =------------------------- I.2 , 7 2 2 , к 2z а +Ъ а +Ъ

Если zr = ах + bp, z2 = а2 + &2i, то формулу (4) можно пред­
ставить в виде

аг + Ъ-^ (% + &10(а2  ^2*) а1а2 + ^1^2 а2^1 ~ а^2 •

z2 а2 Ч- b2i а2 + Ь2 а2 + Ъ2 а2 + Ь2

Эту формулу можно не запоминать, достаточно помнить, 
что она получается умножением числителя и знаменателя дроби 
а1+ ^1^ 
---------  на число, сопряжённое со знаменателем. 
а2 +
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Например:
2 + 3/ = (2 + 30(1 + 2/) = 2 + 4/ + 3/ + 6/2 = -4 + 7/ = _ 4 7 .
1-2/ (1-2/)(1 + 2/) 1 + 4 5 5 5**

По определению умножения комплексных чисел
i3 = i2 • i = (-1) • i = -i,
i4 = i3 • i = (-i) • i = -i2 = -(-1) = 1,
i5 = i4 • i = 1 • i = i.
Вообще
i4n + k = (i4)n • ih = Г • ik = ik, t. e. i4n + k = ik.
Например, i23 = i4 ’5 + 3 = i3 = -i.

-а о в (l-2i)(l + i) , 1Задача 2. Вычислить -------- —------ + -•
3 + / /

(1-20(1 + 0 1 _ l + i-2i-2i2 1 _ (3-0(3-0 + (-Q _
3 + / / 3 + / /(3 + /)(3 — /) /(—/)

9 — 3/ — 3/ + /2 . 8-6/ . 4 3. . 4 8.
9 + 1 10 5 5 5 5

Задача 3. Вычислить

> f7= .4 + 3=.3 = _.? f9= .4-2 + l =

(I-0(1-0
2

Ml Задача 4. Доказать, что для любых двух комплексных 
чисел г1 и г2 справедливо равенство

\21 + г^ + \г1-г2^2(^2 + \^2).

> Используя свойство комплексно сопряжённых чисел, получаем 
I + з2|2 + | - 22|2 = (2Х + 22)(21 + 22) + (21-22)(г1-22)=(21 + г2)Х

х (21 + г2) + - z2)(zr - z2) = 2zyZt + 2z2z2 = 2(| |2 +1 z212). ◄ М
Упражнения

595. Записать комплексное число, сопряжённое с числом:
1) 1 + i;
4) -6 - 3i;

596. Найти модуль
1) 6 + 8i;

2) 3 + 4i; 3) -2 + 5i;
5)-0,7-l,3i; 6) j-+.

комплексного числа:
2) 8 - 6i; 3) —л/з + /; 4) л/2 — л/з/j

5) 5i; 6)-2Z; 7) 1-+; 8)
4 3 .----------- 1.
7 7

§2
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597. Записать число, противоположное числу:
1) 5 + Зг; 2) 4-2г; 3) -3 + i; 4)-^-7г.

598. Найти разность комплексных чисел:
' 1) (3 + 40 - (1 + 30; 2) (2 - 70 - (5 + 20;

3) (1 + 0 - (1 - 0; 4) (5 - 20 - (3 - 20;
5) (2 + 50 - (-1 + 60; 6) (-1 - 40 - (-1 - 30;
7) (V2+2V3i)-(3V2 - V3i); 8) (з^б - д/Зг) - (л/б + 4д/3г).

599. Вычислить:
' 1) (5 - 30 - (1 + 20 + (2 - 0; 2) (4 - 20 - (7 + 0 + (2 - 0;

3) (8 + 20 - (3 - 70 - (5 + 60; 4) (2 + 30 + (-6 - г) - (-3 + 20.
600. Найти частное комплексных чисел:

З + Зг. о. 2г . .. 1-г.
11 1+7’ 2) ГЛ7’ 3> ГЛ’ 4> ~2Г’
..2 + 51 5 -3 + 2> -4-31

6) —;—лт> 7) -z—8) ———•’ -1 + ог ’ -1-2г ’ 1-4г 7 -2-5г
601. Вычислить:

' (4-30(2-9. (1 + 0(2+ 9.
1 + г ’ 3 —г
1 - г 2-г

3) (2 + 0(3-40’ (3-9(1 + 39’

5)
5 +2г 3-4г.

6)
2-Зг 2 + 3/

2-5г 4 + Зг’ 1 + 4г 1 - 4г
602. Найти модуль комплексного числа z, если:

1) 2 = -5-2>/бг; 2) z = -9; 3) г = -г; 4) z = cos— + isin—. 
6 6

603. При каких действительных значениях х и у комплексные 
числа zx = 9у2 - 4 - 10xi и z2 = 8у2 + 20г7 являются сопряжён­
ными?

604. При каком значении х комплексные числа 2г = х - 8 — 6г и 
г2 = 2х2 + 6г - 2 являются противоположными?

Решить уравнение (605—606).
605. 1) (1 - 60 + z = -4 - 7г; 2) (з^/б - Зд/Зг) -z = ^5 + Jst;

3) (5-40-2 = 3-50 4) 2 + (5-72)г = 6-г.

606. 1) г(3 - 20 = 1 + 2г; 
’ 3) г(1-30-6 = 2г;

2) 2 (-3 + 20 = 5 - 4г;
4) г(-1+ 0-7г = -1.

607. Вычислить:
' 1) (3 - 2г)2; 2) (1 + 203; 3) (1 + 04;

4) (1-г)6; 5) (1 + 0s - (1 - 03;

608. Выполнить действия:
5 +12г (1 + 202. 2, (1 + 202-(1-03
8 - 6г 2 + г (3 + 203 - (2 + г)2 ’
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609^ Решить уравнение:
1) |г| - iz = 1 - 2г; 2) z2 + 3|г| = 0.

610 . Вычислить: 1 1 1
1) г6 + I™ + г30 + г36 + г54; 2) -=^ + +

611 .| Доказать, что |гх + г2|2 + \zr - г2|2 = 4с2, если IzJ = |г2| = с.

612?] Вычислить:
1) (1 + о8; 2) (1 - о12.

613.| С помощью равенства (т + ni)(m — ni) = т2 + п2 доказать, 
что произведение двух чисел, каждое из которых есть сум­
ма квадратов двух целых чисел, является также суммой 
квадратов двух целых чисел.

614?] Доказать, что комплексное число является чисто мни­

мым тогда и только тогда, когда |z| = 1.

§ 3. Геометрическая интерпретация 
комплексного числа

Ш ГУП 1. Комплексная плоскость
Действительные числа геометрически изображаются точка­

ми числовой прямой. Комплексное число а + Ы можно рассма­
тривать как пару действительных чисел (а; &). Поэтому есте­
ственно комплексные числа изображать точками плоскости.

Пусть на плоскости задана прямоугольная система коор­
динат. Комплексное число z = а + Ы изображается точкой пло­
скости с координатами (а; &), и эта точка обозначается той же 
буквой z (рис. 105).

Такое соответствие между комплексными числами и точка­
ми плоскости взаимно однозначно: каждому комплексному числу 
а + Ы соответствует одна точка плоскости с координатами (а; Ь) 
и, наоборот, каждой точке плоскости с координатами (а; Ь) со­
ответствует одно комплексное число а + Ы. Поэтому слова «ком­
плексное число» и «точка плоскости» часто употребляются как 
синонимы. Так, вместо слов «точка, изображающая число 1 + i» 
говорят «точка 1 + г». Можно, например, сказать «треугольник 
с вершинами в точках i, 1 + i, — i».

При такой интерпретации действи­
тельные числа а, т. е. комплексные 
числа а + 0i, изображаются точками 
с координатами (а; 0), т. е. точками оси 
абсцисс. Поэтому ось абсцисс называют 
действительной осью. Чисто мнимые 
числа bi = 0 + Ы изображаются точками 
с координатами (0; &), т. е. точками оси 
ординат, поэтому ось ординат называют

z = а + ЫЪ

Ум

Рис. 105
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мнимой осью. При этом точка с координатами (0; Ъ) обозначает­
ся Ы. Например, точка (0; 1) обозначается I, точка (0; —1) — это 
-i, точка (0; 2) — это точка 21 (рис. 106). Начало координат — 
это точка 0. Плоскость, на которой изображаются комплексные 
числа, называют комплексной плоскостью.

Отметим, что точки z и —z симметричны относительно точ­
ки 0 (начала координат), а точки z и z симметричны относи­
тельно действительной оси (рис. 107).
О Пусть z = а + Ы. Тогда -z = -а - Ы, z = а - Ы. Точки z и -z 
имеют координаты соответственно (я; &) и (-я; -&), следователь­
но, они симметричны относительно начала координат. Точка z 
имеет координаты (я; -&), следовательно, она симметрична точ­
ке z относительно действительной оси (см. рис. 107). •

Комплексное число z = а + Ы 
можно изображать вектором с на­
чалом в точке 0 и концом в точке 
z. Этот вектор будем обозначать той 
же буквой z, длина этого вектора 
равна |г|.

Число z1 + z2 изображается 
вектором, построенным по правилу 
сложения векторов и z2, а вектор 
zr — z2 можно построить как сумму 
векторов и -z2 (рис. 108).

Ш 2. Геометрический смысл модуля комплексного 
числа

Выясним геометрический смысл \z\. ______
Пусть z = а + Ы. Тогда по определению модуля |г| = ^а2 + Ь2.

Это означает, что |z| — расстояние от точки 0 до точки г.
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Например, равенство | z | = 4 
означает, что расстояние от точки 
О до точки z равно 4 (рис. 109). 
Поэтому множество всех точек г, 
удовлетворяющих равенству |г| = 4, 
является окружностью с центром 
в точке 0 радиуса 4. Уравнение 
\z\-R является уравнением окруж­
ности с центром в точке 0 радиуса 
Я, где R — заданное положительное 
число.

■i 3. Геометрический смысл модуля разности 
комплексных чисел

Выясним геометрический смысл модуля разности двух ком­
плексных чисел, т. е. |гг - г2|. Пусть zx = ar + z2 = а2 + b2i.

Тогда | zr - z21 = | (аг - a2) + (&x - b2)i | = - a2)2 + - b2)2.

Из курса геометрии известно, что это число равно расстоя­
нию между точками с координатами (аг; Ьг) и (а2; Ь2).

Итак, |г1-22| — расстояние между точками zr и z2.
Например, расстояние между точками 1 и -3 + 3£ равно

|l-(-3 + 3i)| = |4-3i| = д/42 + (-3)2 = 5.

Покажем, что \z-zQ\ = R — уравнение окружности с цен­
тром в точке г0 радиуса R, где г0 — заданное комплексное число, 
R — заданное положительное число.

О Так как \z - г0| — расстояние между точками z и г0, то 
множество всех точек г, удовлетворяющих уравнению |z-z0| = 
= R, — это множество всех точек, расстояние от которых до точ­
ки г0 равно R. •

Например, | z + i | = 2 — уравнение окружности с центром 
в точке —i радиуса 2, так как данное уравнение можно записать 
в виде \z - (-i)| = 2.

Задача 1. Пусть г1? z2 — разные точки комплексной пло­
скости. Доказать, что \z - zt\ = |г - г2| — уравнение прямой, пер­
пендикулярной отрезку, соединяющему точки гг, г2, и проходя­
щей через его середину.

> Так как \z-zr\ — расстояние от точки z до точки г1, 
а |г — г2| — расстояние от точки z до точки г2, то множество 
всех точек, удовлетворяющих уравнению \z — zr\ = \z — г2|,— это 
множество всех точек, равноудалённых от двух точек и z2. ◄
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Например, 1— 2f | = | г — 11 — уравнение прямой, перпенди­
кулярной отрезку, соединяющему точки z1 = 2i и z2=l, и про­
ходящей через его середину (рис. 110).

Задача 2. Найти множество точек комплексной плоскости, 
удовлетворяющих условию 1 < |г + 2д| < 2.
> Условию |s + 2i|<2 удовлетворяют все точки, лежащие вну­
три круга радиуса 2 с центром в точке z0 = -21, а условию 
|z + 2i|>l — все точки, лежащие вне круга радиуса 1 с цен­
тром в точке 20 (рис. 111). Искомое множество точек — кольцо 
между окружностями радиусов 1 и 2 с общим центром в точке 
z0 = -21. Ч ГУ1

Упражнения

615. На комплексной плоскости построить точки:
1) 3; 2) 4; 3) -2; 4) 6i; 5) 4i; 6) -2i; 7) 1 + 3i; 8) 2 + 5i;
9) -3 + i; 10) -1 + i; 11) -1 - 3i; 12) -4 - i; 13) 1 - 4i; 14) 3 - 3i.

616. Построить окружность:
l)|z| = 3; 2)|z| = 5; 3)\z-2i\=l; 4)\z + 3i\ = 2.

617. Решить уравнение:
1) z + 3z = 8 + 127; 2) 4z - z = -9 + 10f.

618. Найти расстояние между точками:
1) 6 и 8i; 2) 7z и -27; 3) 1 + i и 2 + 3i; 4) 3 - 2i и 1 - 4z.

619. Найти множество точек комплексной плоскости, удовлетво­
ряющих условию:
1) г| = 5;
3) z + 3i\ = l;
5) z - 2| = \z + i\;

2) \z- 1| = 3;
4) \z + 2i- 1| = 2;
6) \z - 1 - i\ = \z + 1 + i\.

620. Найти множество точек комплексной плоскости, которое за­
даётся условием:
1) |з - i\< 3; 2) \z + 3z| > 4; 3) 1 < |z + 2| < 2; 4) 2 < |z - 5z| < 3.
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621. Решить систему уравнений:

z + 1| = \z + 2|, 
Зг + 9| = |5z + 10i|; 2)

(1 - i)z = (1 + i)z, 
\z2 + 51i\ = l.

622. Доказать, что система уравнений 
z + 1 - i\ = л/2,
z\ = 3

не имеет решений.

623. Решить систему уравнений J

2-4
2-8 
z-12
2-81

-1 = 0,

5
3

§ 4. Тригонометрическая форма комплексного 
числа

ш ГУП 1. Аргумент комплексного числа
Аргумент комплексного числа 2^0 — это угол ср между 
положительным направлением действительной оси и вектором 
Oz (рис. 112). Этот угол считается положительным, если 
отсчёт ведётся против часовой стрелки, и отрицательным при 
отсчёте по часовой стрелке.
Связь между действительной и мнимой частями 

комплексного числа z = а + bi, его модулем г = |з| и аргументом ср 
выражается следующими формулами:

а = г cos ср, 
b = rsin ср;

sin ср =

cos (р =

Аргумент комплексного числа z = а + Ы (г 0) можно найти, 
решив систему (2). Эта система имеет бесконечно много решений 
вида ср = (р0 + 2/?л, где k G Z, <р0 — одно из решений системы (1), 
т. е. аргумент комплексного числа определяется неоднозначно.

Для нахождения аргумента комплексного числа z = а + Ы 
(а 0) можно воспользоваться формулой

tgcp = —. (3)
а

При решении уравнения (3) нужно учитывать, в какой 
четверти находится точка z = а + Ы.
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Задача 1. Найти все аргументы комплексного числа г:

1) z = -2Z; 2) z = -1 + гТз.

> 1) Число z лежит на отрицательной части мнимой оси, т. е.
Лодин из аргументов этого числа равен —, а множество 
2

аргументов имеет вид (р = — — + 2/?л, k € Z. 
г

2) По формуле (3) находим tgcp = -д/з. Учитывая, что

всех

чис-
2лло z лежит во второй четверти, получаем <р = — + 2йл, k£Z. ◄ 
о

■I 2. Запись комплексного числа 
в тригонометрической форме

Из равенства (1) следует, что любое комплексное число 
z = а + Ы, где z 0, представляется в виде

z = r (coscp + isin ср), (4)
где г=|г|= yja2 + Ъ2 — модуль комплексного числа г, (р — его 

аргумент. Запись комплексного числа в виде (4), где г>0, на­
зывают тригонометрической формой комплексного числа z.

Задача 2. Записать в тригонометрической форме комплекс­
ное число:

1) zA - -1 - i; 2) z2 = -cosy + ismy.
5 л > 1) Применяя формулу (3), получаем tgcp = l, откуда ср = —, 

так как точка -1 - i лежит в третьей четверти. Учитывая, что 

\zA = 42^ имеем zA = д/2| cos— + isin— |.
111 1 I 4 4 )

2) Так как точка z2 лежит во второй четверти, то, исполь- 
, л 6л . л .6лзуя формулы приведения, получаем -cosy = cos—, siny = sin—, 

6л ... 6л и поэтому z2 = cos— + ism —.

Пусть комплексные числа zx и z2 записаны в тригонометри­
ческой форме:

2i = ^i(cosq)1 + isincpj, z2 = r2(cos(p2 + isincp2).
Тогда равенство zx = z2 имеет место в том и только в том случае, 
когда т\ = г2, (рг = (р2 + 2/?л, k € Z.

Обратим внимание на то, что выражения

-5| cos— + isin— I, 3| cos- - isin-|,
I 6 6j I 3 3j

ici ( • 3л । • • Зл л . • 3л д/2 sm---- h isin— , cos—h г sin—
I 4 4 ) 4 4

не являются тригонометрическими формами записи каких-либо 
комплексных чисел. ГУП
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Упражнения

624. Найти все аргументы комплексного числа:
1)г = 7; 2)2 = -4; 3) 2 = I;

4) 2 = -Зд; 5) 2 = -1 + г; 6) 2 = д/з + I;

7) 2 = 2 - 21; 8) 2 = -1-д/Зд.

625. Записать в тригонометрической форме комплексное число:
1) 2 = 3; 2) 2 = -1; 3) 2 = 3 + Зд;
4) г = -2 + 2л/Зд; 5) 2 = -1-д/Зд; 6) 2 = 5 - 5д;
Г7\ Т1 • - тС\ о\ Л . . Л7) z = V5 cos-----ism— ; 8) z = -cos— - ism—.I 3 3/ 7 7

626. Записать в алгебраической
-< \ 5л . . 5л1) cos—+ ism—; о о
3) V2fcos—+ fsin—\

I 4 4 )
7л ... 7лэ) cos—+ ism—;
6 6

форме комплексное число:

2) 3(cos2k + isin2K);

4)

6)

4| cos— + isin— 
I 2 2 у

13л . . . 13л cos—z— + ism——.о о
627. Записать в тригонометрической форме комплексное число:

1) cos--isin-; 2) 12f-cos- + isin-\
9 9 I 8 8/

3) V2 f—cos—— isin—\ 4) sfsin—+ icos—\
I 7 7) I 5 5 J

628. Число можно выразить через тригонометриче­

ские функции следующим образом:
\ 1 д/3 • 5л , • • 5л1) — i = cos-----h ism—;7 2 2 3 3

1 \3• ( 5л • • 5л
2 2 I 3 J 3

3) — - = Cosf_|_ isinf-—\
2 2 3) I 3/
1 д/3 • 5л , . . ( л^4) i = cos---------------- h ism — ;
22 3 I 3/

\ 1 \3 • л • • л5) ^^i = cos ism — .
7 2 2 3 3

Какая из этих записей является тригонометрической фор­
мой комплексного числа?

629. Представить в тригонометрической форме комплексное 
число:

1)
5 - i 
2-3i’ 2) i

(1 + д)2’ 3)
(1 + д)(2 + д5) 

З-д13
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630. Доказать, что если |з| = 1, то 2=^-

631. Записать в тригонометрической форме комплексное число:
1) -^(1 + i); 2) -5 (cos40° + isin 40°);

OX 1 I ! • ■ n 71 ЛХ 1 I 12k I • • 1271
3) 1 + cosa + isina, 0 ч a ч —; 4) 1 + cos—-—I-z.sin——.

§ 5. Умножение и деление комплексных чисел, 
записанных в тригонометрической форме. 
Формула Муавра

С помощью тригонометрической формы удобно находить 
произведение и частное комплексных чисел и z2.

Вычислим произведение:
= ?’i(cos(p1 + isincpj • r2(coscp2 + isin<p2) =

= r1r2(cos(p1coscp2 - sin(pxsin(p2 + i(sin(pxcos(p2 +
+ cos<pxsin(p2)) = rxr2(cos(cpx + <p2) + isin(<px + <p2)).

Итак,
21г2 = rxr2(cos (<px + tp2) + isin (<px + <p2)). (1)

Из формулы (1) следует, что при перемножении комплексных 
чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются.

Вычислим частное (г2 0):
zx rx(cos <рх+isin <рх) rx (cos <рх + isin <px)(cos <р2 — isin Фг)
z2 r2(cos ср2 + isin ср2) r2 cos2 <р2 + sin2 <р2

= — (cos фх cos ср2 + sin фх sin ф2 + i(sin фх cos ф2 - cos фх sin ф2)) = 
г2

= - (соз(фх - Ф2) + (зш(фх - Ф2)), т. е.
г2

21 7*1
— = - (cos (фх - ф2) + isin (фх - ф2)). (2)
22 г2

Из формулы (2) следует, что модуль частного двух ком­
плексных чисел равен частному модулей делимого и делителя, 
а разность аргументов делимого и делителя является аргументом 
частного.

Задача 1. Найти произведение

V2fcos— + isin—• 3V2fcos— + isin—\
I 12 12J I 24 247

> По формуле (1) имеем

-s/izfcos— + isin—1 • 3V2fcos— + isin—= 
I 12 12j I 24 24j

= V2 • 3V2fcosf— + —+ isinf— + —= efcos- + isin—\
112 24j 112 24JJ I 8 8j
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Задача 2. Выполнить деление

5 л . . 5л о cos— + г sin—
I 6 6

3 cos----- h isin—
I 12 12

> По формуле (2) имеем

a\ 5л ... 5л о cos----- н isin—

Qf 7л , . . 7л 3 cos----- h г sin—

cosf—
I 6

—V isinf—
12 J I 6 —Yl12 JJ

12 12

6 6

= 2^ cos— + isin—1 = 21 — + i—|
I 4 4y < 2 2 )

V2 + iV2. «4 ry|

Из формулы (1) следует, что
(coscp + isincp)2 = cos2cp + isin2cp,
(cosq) + isincp)3 = cos3(p + isin3(p.

Вообще для любого n € N (и для всех п € Z) справедлива 
формула

(cos ф + isin ф)Л = cos пер + isin пф, (3)

которую называют формулой Муавра.
Для n-й степени комплексного числа, записанного в триго­

нометрической форме z = г(со8ф + isincp), справедлива формула
zn = rn(cos пф + isin пф). (4)

Z z хх5
Задача 3. Возвести в степень 2 cos— + isin— .
------------------ Il 10 10))

> По формуле (4) имеем
Z z хх5 Z х х х хХ
2| cos— + isin— || = 25 cos| — • 5 | + isin| — • 5 | =
II 10 10JJ I 110 ) 110 ))

= 32fcos- + isin-1 = 32i. ◄
I 2 2)

Задача 4. Вычислить (1 + ^3) .
ix rr (1-i)4
l> Так как v 7

1 + iV3 = 2| cos- + isin-I, 1 - i = y/21 cos| --| + isinf--
I 3 3j I I 4y I 4

то, применяя формулу (4), находим

(1 + iVs) = 26(cos 2л + isin 2л) = 26, 

(1 - i)4 = (V2) (cos (-л) + isin (-л)) = -4.

„ (l + iV3)6 26
Следовательно, 1------ —= — = - lb.

(1-i)4 -4
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Задача 5. Решить уравнение z2 = I.

О Представим число i в тригонометрической форме:
i = cos^ + isin^. Пусть z = r(coscp + isincp). Тогда уравнение z2 = i 

примет вид r2(cos2cp + isin2cp) = cos— + isin—. Отсюда находим 
2 2

г=1, 2ф = — + 2л/г, т. e. ср = —+ л/?, где&€^.

Таким образом, все решения уравнения z2 = i представляют­

ся в виде z = cos — + /?л + fsin — + kn , где k €Z.
<4 ) <4 J

Заметим, что для всех чётных k эта формула даёт комплекс­
ное число г- /-

п . . . п д/2 . .д/2 z-i = cos—h ism— = -—h i2—, 1 4 4 2 2
а для всех нечётных k — комплексное число

5л , . . 5л V2 .д/2z9 = cos---- h ism— =  -----2 4 4 2 2
2 (x/2 \l~2Итак, уравнение z = i имеет два корня: z12 = ± -—H i—

Задача 6. Записать формулы для cos4(p и sin4cp.

> По формуле Муавра
(cos ср + isincp)4 = cos4cp + isin4(p. (5)

С другой стороны, используя формулу
(а + &)4 = а4 + 4а3& + 6а2&2 + 4а&3 + &4, 

получаем
(cos ср + isincp)4 = cos4(p + 4cos3(p(isin<p) +
+ 6cos2(p(isin<p)2 + 4coscp(isin(p)3 + (isincp)4. (6)

Сопоставляя правые части равенств (5) и (6), имеем
cos4cp = cos4 ср - 6cos2cpsin2(p + sin4 ср = cos4(p -

- 6cos2cp(l - cos2(p) + (1 - cos2(p) = 8cos4(p - 8cos2(p + 1;

sin4(p = 4cos3(psincp - 4cos(psin3cp =
= 4cos(p((l - sin2(p)sincp - sin3(p) = 4cosq)(sin(p - 2sin3cp). 4

Упражнения
632. Найти произведение комплексных чисел:

1) | cos— + isin—|| cos— + isin—I;I 6 бД 12 12j

2) 2| cos— + fsin— || cos— + isin—|;I 4 4Д 12 12j

3) Vsfcos— + isin—• 2fcos— + isin—\
I 24 24 7 I 8 87
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4) sfcos- + isin-1 • 4fcosf-->| + isinf-—Y|;
l з 3J I 6j V 6jJ

5) V2 (cos 55° + isin 55°) • V2 (cos 35° + isin 35°);

6) (cos 7 + isin 7)(cos 3 + isin 3).

633. Найти частное:

1)

3)

5)

cos-----h isin —
4 4

Л . . Л ’cos — + ism —
3 3

71 . . Лcos—h ism —
2_______ 2 .

V12(cos 20° + isin 20°). 

V3(cos 50° + isin 50°)

Зл . . 3л cos— + ism — 
4 4

.. cos 30° + isin 30°
2(cos (-15°) +isin (-15°))’

6)
cos 7 + isin 7
cos 2 + isin 2

634. Возвести в степень комплексное число:
\Л34л . • 4л । । cos— + ism— ;3 3 ))

3) | -[ cos- + isin-I I ;
8 8JJ

2)

4)

\6 
л . • л I cos— + ism- ;6 6J
/ \ / \\9I л I • • I Л 1 1 cos — + ism —I 6j l 6j)

635. Выполнить действия и записать результат в алгебраической
форме:

4л . . 4л cos-------ism—3 3

636.

6 6
л . . л cos—h ism —

,, f/8 + V3i5f. ri (2i)7

6) J ’ 6) +
Записать в тригонометрической форме результат действий:
-1 \ ~ 1 4- i1) z = —,-------------------s

2 cos—h ism —
I 4 4j

Z X z \4
2) z = -3 cos- + isin- cos— - isin —7 I 6 бД 12 12j

4) z =
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637?] С помощью тригонометрической формы комплексного чис­
ла решить уравнение:
1) з2 = 16г; 2) z2 = -4г;
3) z2 = 2-2iyf3; 4) z2 = -l-j3i.

638. Представить в тригонометрической форме число:

1) sin—+ isin—; 2) sin а + i(l - cos а), 0 < а < —;

3)(tgl-04; 4)
(1 I)

639.] Применяя формулу Муавра, доказать равенство:
1) cos2а = cos2а - sin2а; 2) sin2a = 2sinacosa;
3) cos За = 4cos3a - 3cosa; 4) sin За = 3sina - 4 sin3 a.

640. Доказать равенство (гг — натуральное число):

(1 + itg а । _ 1 + Zig a
^1 - itg a J 1 — itg a

|641,| Найти сумму:
1) sinx + sin3x + sin5x + ... + sin(2re - l)x, x^nk, k^Z',
2) cosx + cos3x + cos5x+... +cos(2тг - l)x, x # nk, k^Z.

642. Доказать равенство (x л/г, k e Z):
. nx . (n + l)x sin— • sm1------ —2 21) sinx + sin2x + ... + sinnx = ------------------------ ;. x sm—2

nx . (n +l)x cos— • sm------- —2 22) 1 + cos x + cos 2x + ... + cos nx = ------------------------
sin—2

§6. Квадратное уравнение с комплексным 
неизвестным

1~У~1 Рассмотрим уравнение г2 = а, где а — заданное действитель­
ное число, z — неизвестное.

Это уравнение:
1) имеет один корень z = 0, если a = 0;
2) имеет два действительных корня 2 = +у[а, если а > 0;
3) не имеет действительных корней, если а < 0.
Например, уравнение

г2 = -1 (1)
не имеет действительных корней.

Покажем, что уравнение (1) имеет два комплексных корня, 
и найдём их. Подставляя в уравнение вместо —1 число г2, полу­
чаем z2 = г2, откуда г2 - г2 = 0.
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Применяя формулу разности квадратов, разложим левую 
часть последнего уравнения на множители:

(2 - i)(2 + i) = 0.
Произведение равно нулю, когда хотя бы один из множите­

лей равен нулю. Следовательно, zx = i, z2 = —i, т. e. уравнение (1) 
имеет два корня 21; 2 =

Аналогично можно показать, что уравнение
z2 = а (2)

при а<0 также имеет два комплексных корня 21; 2= 
Например, уравнение

22 =-25 (3)

имеет два корня 21; 2= ±i^|-25| = ±5i.

По аналогии со случаем а > 0 корни уравнения (3) записы­
вают в виде 2Х 2 = +у/—25. При этом считается, что

7^25 = i7|-25| = 5i.

Вообще если а < 0, то 4а определяется формулой 4а = iJ\a\. 
Например:

7Zi = iTM=Z’ л/-4 = i4i = 2i.

Такое соглашение удобно тем, что для любого действитель­
ного а корни уравнения

z2 = а (4)
можно находить по формуле

z1>2=+4a. (5)

Если а 0 (а > 0 или а < 0), то уравнение (4) имеет два раз­
личных корня.

При а = 0 уравнение (4) имеет один корень 2 = 0; в этом 
случае говорят также, что уравнение имеет два равных корня 
2j 2 = 0 или один корень кратности два. Это часто удобно, напри­
мер, для того, чтобы во всех случаях была справедлива теорема 
Виета.

Отметим, что теперь для любого действительного а справед­
ливо равенство 2

(4а) = а. (6)

Введённое понятие корня из отрицательного числа позволя­
ет записать корни любого квадратного уравнения с действитель­
ными коэффициентами

az2 + bz + с = 0 (7)
по известной общей формуле
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Задача 1. Решить уравнение
22- 162 + 65 = 0.

> По формуле (8) находим

16 ± д/256 — 260 16 ± у/— 4 16±/л/4 16 + 21
2 = 2 ” 2 ” 2

т. е. гх = 8 + i, z2 = 8 - i. ◄
Итак, при любых действительных а, Ь, с, а 0, корни урав­

нения (7) можно находить по формуле (8). Если дискриминант 
D = Ъ2 - 4сгс, т. е. подкоренное выражение в формуле (8), по­
ложителен, то уравнение (7) имеет два действительных различ­
ных корня.

Если D = 0, то уравнение (7) имеет один корень (два рав­
ных).

Если D < 0, то уравнение (7) имеет два различных ком­
плексных корня.

Отметим, что в задаче 1 корни квадратного уравнения яв­
ляются сопряжёнными.

Замечание. Корни квадратного уравнения с действи­
тельными коэффициентами и отрицательным дискриминан­
том являются сопряжёнными.

Комплексные корни квадратного уравнения обладают свой­
ствами, аналогичными известным вам свойствам действитель­
ных корней.

Задача 2. Составить приведённое квадратное уравнение 
с действительными коэффициентами, имеющее корень zx = -1 - 8i. 
О Второй корень z2 = -1 + 8i.

По формулам Виета находим
p = -(z1 + z2) = 2,

q = z±z2 = 65, 
откуда искомое уравнение z2 + 2z + 65 = 0. ◄

Задача 3. Разложить на множители квадратный трёхчлен 
z2- 18г + 82.

> Корнями квадратного уравнения z2 — 18г + 82 = 0 являются 
числа zY = 9 + i, z2 = 9 - i. Следовательно,

z2 - 18г + 82 = (z - 9 - i)(z - 9 + i). ◄ I’У'I

ВЛ Задача 4. Решить уравнение z2 = 3 + 4г.

О Пусть z = х + iy, где х и у — неизвестные действительные чис­
ла. Тогда z2 = (х + iy)2 = х2 - у2 + 2xyi и данное уравнение можно 
записать так:

х2 - у2 + 2xyi = 3 + 4г.
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Отсюда по определению равенства комплексных чисел полу­
чаем систему г „ „

lx2-i/2 = 3, 
[2ху = 4.

Найдём действительные решения этой системы. Из второ- 
2го уравнения находим у = — и, подставляя это выражение для 
х .2 4 оу в первое уравнение системы, получаем х---- - = 3, откуда

Х Зх -4 = 0‘ 2 3±д/9 +16
Решая это биквадратное уравнение, получаем х =-----1-------- =

3 I 5= ~ , т. е. х2 = 4 или х2 = -1. Уравнение х2 = -1 не имеет дей­

ствительных корней, а из уравнения х2 = 4 находим хг = 2, 
2

х2 = -2. По формуле у= — находим yY = 1, у2 = -1. Следователь- 
х

но, 2Х = х1 + iyr = 2 + i, г2 = х2 + iy2 = -2 - i.
Ответ. 2 = ±(2 + i). 4

Задача 5. Решить уравнение г3 = 1.
[> Перенесём единицу в левую часть со знаком «—»: г3 - 1 = 0 — и 
разложим левую часть на множители по формуле разности кубов: 

г3 - I3 = 0, (г - 1)(г2 + z + 1) = 0.
Отсюда 2г = 1, а из уравнения 22 + 2 + 1 = 0 находим

Ответ.

Упражнения
643. Решить уравнение:

' 1) г2 = -16; 2)
4) 25г2 + 9 = 0; 5)

644. Вычислить:
1) V-100; 2) J-0,25;

22 = -7;
г4-16 = 0;

з) 4)

3) г2+ 0,36 = 0;
6) г4-81 = 0.

^27.
Решить уравнение (645—646).

645. 1) г2 - 2г + 10 = 0;
3) г2 - 6г + 13 = 0;

646. 1) 4г2 - 4г + 5 = 0;
3) г2-4г + 7 = 0;
5) г3+ 27 = 0;

2) г2 + 2г + 2 = 0;
4) г2 + 8г + 17 = 0.
2) 9г2 + 18г + 10 = 0;
4) г2 + 2г + 6 = 0;
6) г3 = 8.

647. Составить приведённое квадратное уравнение с действитель­
ными коэффициентами, имеющее данный корень, и прове­
рить ответ, решив полученное уравнение:
1) ^ = 2 + |i; 2) г1 = |-|с

3) г1 = д/2-д/5г; 4) г1 = -7б + >/Зг.
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648. Решить уравнение:
1) 24 - 322 - 4 = 0; 2) г4 + 15г2- 16 = 0.
Разложить квадратный трёхчлен на множители (649—650).

649. 1) 22 - 42 + 5;
4) 22-6г + 11.

650. 1) 4г2 + 42 + 5;
3) 25г2 + 50г + 26;

2) г2 + 4г + 13; 3) г2 + 2г + 4;

2) 16г2 - 32г + 17;
4) -г2 + Юг-26.

651?] Составить квадратное уравнение с действительными коэф-
фициентами, имеющее данный корень:

d 21 L2l; 2> г‘--41+‘г

652. Решить уравнение:
1) г2 =-5+ 12г;
4) 26 = -1;

2) г2 =-3 - 4г; 3) z6=l;
5) г6 - 7г3 - 8 = 0.

§ 7. Извлечение корня из комплексного 
числа. Алгебраические уравнения

КЛ Перейдём к операции извлечения корня данной степени из 
комплексного числа.

Число z называется корнем степени п из числа w (обозна­
чается л/w ), если zn = w.

Из данного определения следует, что каждое решение урав­
нения 2п = w является корнем степени п из числа w. Другими 
словами, для того чтобы извлечь корень степени п из числа w, 
достаточно решить уравнение zn = w.

Если w = 0, то при любом п уравнение zn = w имеет одно 
и только одно решение 2 = 0. Если w + 0, то и г + 0, а следова­
тельно, и 2 и w можно представить в тригонометрической форме:

2 = r(coscp + isincp), w = p(cos0 + ZsinO).
Уравнение zn = w примет вид

rn (cos n<p + isinznp) = p(cos0 + isinO).
Два комплексных числа равны тогда и только тогда, когда рав­
ны их модули, а аргументы отличаются слагаемым, кратным 2л. 
Следовательно,

гп = р и пф = 0 + 2л/г,
ИЛИ А , о и/— 0 + 2 л/г , _ г,г = цр и ф =-----------, k е Z.

п
Итак, все решения уравнения zn = w могут быть записаны сле­
дующим образом:

_ пГ2( 6 + 2лА , . • О + Зл/г^zk = Ц р\ cos---------- h ism----------  , l-U
< n nJ

k = 0, 1, 2, ..., n-1.
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В самом деле, придавая в полученной формуле числу k целые 
значения, отличные от выписанных (/? = 0, 1, 2, ..., п — 1), мы 
не получим других комплексных чисел. Например, при k = п 
получаем

। А 11 I— । A Ai+ isin — + 2л =Щр cos— + isin— = г0
J \ п п)

Таким образом, если w # 0, то существует ровно п корней степени 
п из числа w; все они содержатся в формуле (1). Все корни степе­
ни п из числа w имеют один и тот же модуль tfp9 но разные ар- 

2л гументы, отличающиеся слагаемым, кратным числу —. Отсюда 
п

следует, что комплексные числа, являющиеся корнями степени 
п из комплексного числа w, соответствуют точкам комплексной 
плоскости, расположенным в вершинах правильного п-угольника, 
вписанного в окружность радиуса tfp, с центром в точке z = 0.

Сделаем ещё одно замечание относительно обозначения tfw. 
Символ д/ш не имеет однозначного смысла. Поэтому, употребляя 
его, следует чётко представлять себе, что под этим символом 
подразумевается. Например, используя запись у/-19 следует по­

заботиться о том, чтобы было ясно, понимается ли под этим сим­
волом пара комплексных чисел i и — i или одно число, и если 
одно, то какое именно.

Задача 1. Найти все значения ^-16.

> Запишем число w = -16 в тригонометрической форме:
W = -16 = 16 (COS7C + Zsin7l).

Формула (1) в нашем случае даёт 

где k = 0, 1, 2, 3.

= 2f cosf ZL±2k/?
I V 4

+ isinH±2^ 
k 4

Следовательно,

г0 = 2| cos— + isin—| = д/2 + iV2,
I 4 4y

zx = 2^ cos— + isin—= -д/2 + i>/2,
1 I 4 4 )

г2 = 2^cos— + isin—= -д/2 - i^2, 
I 4 4 )

= 2fcos— + isin—= д/2 - i^2.
I 4 4 )

На рисунке 113 изображены 
все четыре значения ^—16. Точки, 
соответствующие числам г0, гг, г2,
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23, находятся в вершинах квадрата, вписанного в окружность 
радиуса 2, с центром в точке z = 0. Ч

Задача 2. Решить уравнение г6 = -1.
> Применяя формулу (1), где р=1, п = 6, 0 = л, получаем
zk = cos71 +62feK + isin^2^, где k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 (рис. 114).

Следовательно,

г0 = cos— + isin— = — + -i, 0 6 6 2 2
71 . . 71

2л = COS— + I Sin — = I,1 2 2

5ti , . . 5ti д/з 1 .= cos---- h ism— = --—F —i,
2 6 6 2 2

7л ... 7л д/з 1 .= cos-----h ism--- = ---------- I,
3 6 6 2 2

3л . • 3л
Za = cos----- 1- ism— = — i,
4 2 2

Ил .. Ил 7з 1 .= cos------ h ism-----= --------- 1. Я
5 6 6 2 2

Если приведённое квадратное уравнение г2 + pz + q = 0 име- 

ет комплексные коэффициенты, то заменой z = у---- его можно
2 2

2 Р привести к виду у =------q, где в правой части равенства неко-
4

торое комплексное число.
Извлекая квадратный корень из этого числа (который всег­

да имеет два значения, кроме случая, когда дискриминант равен 
нулю), получаем затем два комплексных корня этого уравнения 
(или один двукратный корень).

Справедлива так называемая «основная теорема алгебры» 
(её доказательство в курсе школьной математики не рассматри­
вается), которая гласит:

Алгебраическое уравнение п-й степени вида zn + с1гп”1 + 
+ c2zn~2 + ... + cn_1z + cn = 0, где cv с2, ...,сп_г, сп — ком- 
плексные числа, имеет хотя бы один комплексный корень.

Эта теорема имеет важное следствие:
Любое алгебраическое уравнение п-й степени (и > 1) с ком­
плексными коэффициентами имеет п комплексных корней; 
при этом каждый корень считается столько раз, какова его 
кратность.
Например, уравнение г3 - 5г2 + 8z - 6 = 0 имеет три ком­

плексных корня: z1 = 39 г2 = 1 + i, г3 = 1 - i.
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Упражнения

653. Найти все значения корня:
1) Y1; 2) зЕХ; 3) 5/f. 4) ^л/3+i.

Решить уравнение (654—655).
|654.| 1) г4 + 81 = 0; 2) 8г3 -27 = 0; 3) г4 = i;

4) г3 = -2i; 5) г3 = -2 + 2i; 6) г4 - i = 1.

|655.| 1) z2 = -16 + 8i; 2) 36г8 - 13г4 +1 = 0;
3) г4 - 2г3 + 2г2 - 2г + 1 = 0; 4) г3 + |г2 + |г + 1 = 0.

La La

656. Решить квадратное уравнение с комплексными коэффици­
ентами:
1) г2 + (2 - 6г)г - 12 - 6i = 0; 2) г2 - 2(1 + i)z + 9 + 2г = 0.

Упражнения к главе VII

657. Найти значения х, при которых действительная часть ком­
плексного числа равна 1:
1) (х + 3) + 2i; 2) (х + 1) - 4i;
3) (4х - 1) - 7г; 4) (-Зх - 8) + г.

658. Найти значения х, при которых действительная часть ком­
плексного числа равна его мнимой части:
1) (х + 3) + г; 2) Зх - 8г;
3) 0,4-(х-2)г; 4) -1 + 2хг.

Выполнить действия (659—660).
659. 1) (2 + Зг)(3 - 2г) + (2 - 3г)(3 + 2г);

2) 9 + 5г - (2 - 4г)(1 + Зг);
3) (8 - л/3г)(8 + д/Зг); 4) (-1 + V7i)(-1 - V7i).

660. 1) 10 + *3 ; 2) 4 + Зг _ 5 ~ 4t;
-----  ’ -5 + 2г ’ 3-4г 4 + 5г

3) г + ^_§£; 4)  — .
' l-7i ’ (l + i)(2-3i)

661. Выполнить действия над комплексными числами в триго­
нометрической форме:
1) 3(cos 130° + isin 130°)(cos 140° + isin 140°);
2) {cos— + isin—1 • Vsfcosf ——1 + isinf —— E;

<6 6 ) f I 12/ I 12

f ( 5л > • • f 571 Yi 
cos 50° + isin 50° . f k 12 J I 12JJ

2(cos 20° + isin 20°)’
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662. Найти модуль комплексного числа:
1) 15i; 2) -21i; 3) -5 + 2i; 4) л/З - i; 5) -1 - 4i; 6) Vil + V5i.

663. Записать в алгебраической форме комплексное число:
1) Vsfcos— + isin—1;

I 6 6)

2) ifcos—+ isin—\
I 4 4 )

664. Отметить на плоскости точки, изображающие комплексные 
числа:
1) 1 + i; 2) 2i; 3) -5; 4) -2i - 3.

665. Решить уравнение:
1) (5 + 3i) + z = -4-i;
2) (—2 + i) + z = 3 — 2i;
3) 5 + i = z- (3-V2)i;

4) (i - z)(l + 2i) + (1 - iz)(3 - 4i) = 1 + 7i.

666. Записать в тригонометрической форме число:
1) -4 + 4i; 2) -V3-i.

667. Решить уравнение:
1) 22 - 2з + 5 = 0; 2) 22 + Юг + 26 = 0;
3) 5г2 + 6г + 5 = 0; 4) 2г2 + Зг + 3 = 0.

668. Найти действительные числа х и у из равенства:
1) (Зу - х) + (2у - 3x)i = 6 - 10i;
2) ху + xyi - 2i - yi - 3 = 0.

669. Выполнить действия:
1) £i±4 + i24 + i25 + i26; 2) 2Ц + а-1)2.

(1 —г)4 2 — i7
о I Д9 i । о Д

670. Сравнить модули чисел -—-— и ------ .
2 + i13 1+Зг

671. Найти мнимую часть числа 2, если: 
_(2i + 3)2 i . 18 3-4in

4 г~ l-l 1 + Г 2> г~^-21+ '

672. Определить, при каких действительных значениях х и у 
х - 1 , г/ -1сумма ——у + у-—7 равна i.3 + i 3 i

673. Составить приведённое квадратное уравнение с действитель­
ными коэффициентами, если один из его корней равен:

1) л/3 - V5i; 2) 3-2Z
2 + 3i
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674. Вычислить:
4

1) f 3| cos— + jsin — | |
I I 8 8/7

2) (cos 20° + jsin 20°),

3) (2(cos(-20°) + jsin(-20°)))3;

1
4) \57t . . 71 ]COS-----1- (Sin---

20 20 J

675. Записать в тригонометрической и алгебраической формах 
комплексное число:

(1 ( А Г3
1) z = — cos—+ jsin— ;

12 12JJ

2) 2 = (V3-j)6;

3) 2 =----------- -------------
(cos 12° + isin 12°)'

676. Решить систему уравнений:

(z1 + 2z2-l + i, l22 + |2| = o,
^Згх + iz2 = 2 — 3i; z=—4:Z.

677. | Найти все значения:
1) ^4; 2) l/i; 3) ^1; 4) ^-2 + 2i4s.

678. Решить уравнение:
l)z2 = -16j; 2) z2 = 8 + 6j;
3) z3 =-125; 4) г4 = 16i;
5) 23 - 1 = j; 6) z5- 1 - iV3 = 0.

679. Записать в тригонометрической форме комплексное число:

1) z = (tg2- j)4; 2) z = \ sin— + ifl + cos—
I 5 I 5 J

|680.| Найти корни уравнения
г10 - 25 - 992 = 0,

действительные части которых отрицательны.

|б81.| На комплексной плоскости даны точки zx, z2, z3, являющи­
еся вершинами треугольника. Найти точку пересечения его 
медиан.
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|682.| Найти множество точек z комплексной плоскости, заданное 
условием:
1) один из аргументов числа z равен нулю;

2) один из аргументов числа z равен

3) один из аргументов числа z удовлетворяет неравенствам 
2л < (р < Зл;
4) один из аргументов числа г удовлетворяет неравенствам 
О < (р < 2л.

|683.| Доказать, что для любых комплексных чисел г1 и г2 спра­
ведливо равенство:

1) 2л2? = 2л2ъ\ 2) | ~ | = = > 22^0.

|684.| Пользуясь записью комплексных чисел в тригонометриче­
ской форме, найти cos 15° и sin 15°.

Вопросы к главе VII

1. Как определяется равенство комплексных чисел, записанных 
в алгебраической форме?

2. Как производится сложение, вычитание, умножение и деление 
комплексных чисел, записанных в алгебраической форме?

3. Какими свойствами обладают сложение и умножение 
комплексных чисел?

4. Всегда ли выполнима операция умножения комплексных 
чисел? Всегда ли одно комплексное число можно разделить 
на другое?

5. Какие числа называют чисто мнимыми?
6. Какое число называют сопряжённым комплексному числу 

а + Ы2
7. Какое число называют противоположным комплексному 

числу а + Ы2
8. Как геометрически интерпретируются комплексные числа?
9. Каково взаимное расположение на комплексной плоскости 

чисел: а) г и г; б) г и (-г)?
10. Что называется модулем комплексного числа?
11. В чём состоит геометрический смысл модуля разности двух 

комплексных чисел?
12. Что называется аргументом комплексного числа?
13. Как записываются комплексные числа в тригонометриче­

ской форме?
14. Как перейти от алгебраической формы записи комплексного 

числа к тригонометрической форме?
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15J Что называется корнем степени п(п > 1, п EN) из комплекс­
ного числа?

116. | Как производится умножение, деление, возведение в сте­
пень, извлечение корня для комплексных чисел, записан­
ных в тригонометрической форме?

117. | Сформулировать основную теорему алгебры и следствие из 
неё об алгебраическом уравнении п-й степени (п > 1).

Проверь себя!

1. Выполнить действия:
1) (3 + г) + (5 - 2i);

3) (7 + i) (10-i);

2. Вычислить:
2 + 5i 2-5/.

' 2-5i + 2 + 5i’

2) (6 - i) - (2 + 3i);
5-2i
7 + 3i'

1 + i
< 2 - i7 ,

3. Записать в тригонометрической форме комплексное число:
1) —1-Н-\/3; 2) sin —-icos^.

4. Решить уравнение:
1) z2 + 5 = 0; 2) г2 - 10г + 34 = 0.

5. Найти множество точек комплексной плоскости, удовлетво­
ряющих условию |г| = 3.

6. Записать в алгебраической форме комплексное число: 
л/2 / п . . . л\z = cos— + ism— .
2 \ 4 4/

7.

8.

Выполнить действия:
1) (cos 18° + isin 18°)(cos 42° + isin 42°);

2)
э| cos— + isin— j
I 3________3 ) .

18^003— +isin — ^l

4
Л • • Л cos- + ism-
8 8

3 3
На множестве комплексных чисел решить уравнение: 
1) г4 = 16; 2) г3 = 64.

■I 'А Историческая справка
История развития числа уходит корнями в древние време­

на. Древнегреческие математики только натуральные числа счи­
тали «настоящими». В Древнем Египте и Древнем Вавилоне во 
втором тысячелетии до н. э. при решении практических задач 
использовались дроби. В III в. до н. э. китайские математики 
ввели понятие отрицательного числа, а в III в. н. э. Диофант
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уже пользовался правилами действии с отрицательными числа­
ми. В VII в. н. э. индийские математики придавали наглядный 
образ отрицательным числам, сравнивая их с долгами. В VIII в. 
учёные знали, что у положительного числа существует два ква­
дратных корня: один — положительное число, другой — отри­
цательное, но считали, что из отрицательных чисел нельзя из­
влекать квадратный корень.

Потребность в извлечении квадратного корня из отрицатель­
ного числа возникла в XVI в. в связи с решениями уравнений. 
Итальянский математик Дж. Кардано (1501—1576) в 1545 г. 
ввёл числа новой природы. Он предложил считать решением 
системы уравнений г

I х + у = 10, 
\ху=40, 

не имеющей решений на множестве действительных чисел, пару 
чисел х = 5 + у[-15 и у = 5 - ^"—15 . При этом Кардано предлагал 
выполнять действия с числами новой природы аналогично тому, 
как выполнялись действия с действительными числами, в част­
ности считать, что д/-15 • ^/-15 = -15.

Числа новой природы Кардано называл «чисто отрицатель­
ными» и «софистически отрицательными».

В 1572 г. итальянский математик Р. Бомбелли установил 
правила арифметических действий с новыми числами. Термин 
«мнимые числа» ввёл в 1637 г. Р. Декарт, а в 1777 г. великий 
отечественный математик Л. Эйлер (1707—1783) предложил обо­
значать число д/-1 первой буквой французского слова imaginaire 
(мнимый). Символ i = у[-1 стал широко использоваться мате­
матиками после употребления его в своих работах К. Гауссом 
(1777—1855).

Гаусс заменил название «мнимые числа» на «комплексные 
числа» и окончательно закрепил для науки геометрическую ин­
терпретацию комплексного числа а + Ы как точки координатной 
плоскости с координатами (а; &). Позднее комплексные числа так­
же стали изображать с помощью векторов на координатной пло­
скости с началом в начале координат и концом в точке М (а; Ь).

Понятия «модуль» и «аргумент» комплексного числа ввёл 
французский математик Д’Аламбер (1717—1783), а сами терми­
ны были введены в обиход после широкого их использования 
в своих работах швейцарским математиком Ж. Арганом (1768— 
1822) и французским математиком О. Коши (1789—1857).

В начале XVIII в. была построена теория корней п-й сте­
пени из отрицательных и комплексных чисел, основанная на 
выведенной в 1707 г. английским математиком А. Муавром 
(1667—1754) формуле

(cosj + isinj)n = cosnj + isinnj.
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Глава VIII

■
Повторение 
курса алгебры 
и начал математического 
анализа

Умение решать задачи — практическое 
искусство, подобное плаванию, 

или катанию на лыжах, или игре на 
фортепьяно: научиться этому можно, 

лишь подражая избранным образцам 
и постоянно тренируясь.

Д. Пойа

§ 1. Методы решения уравнений 
с одним неизвестным

1. Общие сведения 
об уравнениях

В главе V (§ 4) и в главе I (§ 12) учебника 
10 класса были рассмотрены основные понятия, 
относящиеся к уравнениям: область определе­
ния, равносильность, следствие, совокупность. 
Напомним основные из них.

Равносильными называют уравнения, име­
ющие одно и то же множество корней. Равно­
сильным преобразованием уравнения называют 
замену одного уравнения равносильным ему 
уравнением.

Примеры равносильных преобразований:
1) перенос члена уравнения (с противо­

положным знаком) из одной части уравнения 
в другую;

2) умножение (деление) обеих частей урав­
нения на одно и то же число, отличное от нуля;

3) использование тождеств, т. е. равенств, 
справедливых для всех значений х € R (или из 
множества, на котором рассматривается урав­
нение);

4) возведение обеих частей уравнения в не­
чётную степень и извлечение корня нечётной 
степени из обеих частей уравнения.
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Обратимся к понятию следствия. Пусть даны два уравнения: 
/(х) = g(x), (1)
Л(х) = ^(х). (2)

Если каждый корень уравнения (1) является корнем урав­
нения (2), то говорят, что уравнение (2) — следствие уравне­
ния (1). Например, уравнение

f\x) = g2(x), 
полученное возведением в квадрат обеих частей уравнения (1), 
является следствием уравнения (1).

Если обе части уравнения (1) неотрицательны, то уравнение 
/2(х) = g2(x) равносильно уравнению (1).

Часто при решении уравнений (и неравенств) их заменяют 
равносильными системами или совокупностями предложений 
с переменными. Понятия системы и совокупности разъясняются 
в § 12 главы I учебника 10 класса.

Будем говорить, что уравнение (1) равносильно совокупно­
сти уравнений

/1(х) = g\(x), /2(х) = £2(х), ..., frt(x) = gn(x), (3)
если выполнены следующие условия:

1) каждый корень уравнения (1) является корнем по край­
ней мере одного из уравнений (3);

2) любой корень каждого из уравнений (3) является корнем 
уравнения (1).

При выполнении указанных условий множество корней 
уравнения (1) является объединением множеств корней всех 
уравнений (3).

Например, уравнение
(х2 - 1)(х2 + х - 2) = 0 

равносильно совокупности уравнений
х2 - 1 = 0, х2 + х - 2 = 0.

Корни первого из уравнений совокупности — числа 1 и — 1, 
а корни второго — числа 1 и -2.

Множество корней исходного уравнения состоит из чисел 1, 
-1, -2.

Будем говорить, что уравнение (1) равносильно системе

< Р2(х)’ (4)

Рп(х), 

если множество корней уравнения (1) совпадает с множеством 
истинности предложений с переменной х системы (4).

Например, уравнение ^4х2 - 9х + 3 = 1 равносильно системе
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4х2 - Эх + 3 = 1, 
< X € N, 
х > 2.

Способ замены уравнения равносильной ему совокупностью 
предложений или равносильной системой — один из основных 
способов решения уравнений, не являющихся элементарными.

Для приведения решаемого уравнения (алгебраического, по­
казательного, логарифмического, тригонометрического) к элемен­
тарному виду вы использовали в основном методы, называемые 
общими методами: 1) разложения на множители; 2) введения 
нового неизвестного; 3) функционально-графический; 4) замены 
уравнения /(<р(х)) = /(Дх)) уравнением ср(х) = /(х).

В этом параграфе будут разобраны решения уравнений с по­
мощью каждого из перечисленных методов (следует иметь в виду, 
что часто для решения уравнения применяется несколько различ­
ных методов). В заключительной части параграфа будут рассмо­
трены уравнения с модулем, решаемые методом промежутков.

Напомним, что множество, на котором определены обе ча­
сти уравнения (неравенства), называют областью определения 
уравнения (неравенства). Будем её иногда обозначать буквой Е.

Ш 2. Метод разложения на множители
Суть метода состоит в следующем.
Уравнение вида Д(х) • /2(х) •... • fn(x) = 0 заменяется совокуп­

ностью уравнений
Д(х) = О, /2(х) = 0, ..., /п(х) = 0.

Из найденных корней совокупности выбираются корни, при­
надлежащие области определения исходного уравнения (осталь­
ные — посторонние корни отбрасываются).

В учебнике 10 класса этим методом решались, например, 
уравнения: в задаче 2 из § 3 главы IV, в задаче 3 из § 4 главы V, 
в задаче 5 из § 5 главы VII, в задаче 1 из § 5 главы IX. Рассмо­
трим решения ещё нескольких уравнений, решаемых методом 
разложения на множители.

Задача 1. Решить на множестве действительных чисел 
уравнение

х5 - х4 - Зх3 - 2х2 + 2х + 6 = 0.

[> Область определения уравнения — множество R. Попробуем 
разложить многочлен, стоящий в левой части уравнения, на 
множители способом группировки:

х3(х2 - х - 3) - 2(х2 - х - 3) = 0, откуда 
(х2 - х - З)(х3 - 2) = 0.

Полученное уравнение равносильно совокупности уравнений 
2 4 1 + л/13х - х - 3 = 0 и х -2 = 0. Корни первого уравнения х = —-—
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и корень второго уравнения х = ^2 принадлежат области опре­
деления исходного уравнения.

Ответ. х12 = , х3 = ^2.
Zu

Задача 2. Решить уравнение
х2.+ 43-х = 43 + V6^ + х2.2-2Х^

> Область определения уравнения: х<6. Запишем заданное 
уравнение в виде х2 • 4^6-х - 43 • 4^6-х = х2 • 4~х - 43 • 4ГХ, откуда 
4^х(х2 -64) = 4'х(х2 -64) или (х2 - 64)(4^Тх - 4’х) = 0. На об­
ласти определения это уравнение равносильно совокупности двух
уравнений:

х2 - 64 = 0 и 4^ - 4“х = 0.

Среди корней первого уравнения (х = ±8) х = 8 не входит 
в область определения, т. е. корнем является х = —8.

Второе уравнение равносильно уравнению д/б - х = -х, кото-

16 — х = х2 рое, в свою очередь, равносильно системе ( ’
[-х > 0.

Решая уравнение системы, находим хА = -3, х2 = 2. Лишь 
х = —3 удовлетворяет неравенству системы.

Ответ. хх = -3, х2 = -8. ◄

■■ 3. Метод введения нового неизвестного
Если некоторое уравнение преобразовано к виду /(g’(x)) = 0, 

то можно ввести новое неизвестное t = g(x) и решить уравнение 
f(t) = 0, после чего решить совокупность уравнений g(x) = t\, g’(x) = 
= t2, ..., g(x) = tn, где tr, t2, ..., tn — корни уравнения f(t) = 0. Сре­
ди найденных значений х (если они существуют) выявить под­
становкой в исходное уравнение его корни.

В учебнике 10 класса этим методом решались, в частности, 
задача 6 из § 5 главы III, задача 4 из § 5 главы V, задача 6 из 
§ 2 главы VI, задача 8 из § 5 главы VII, задача 1 из § 4 главы IX. 
Рассмотрим решения ещё нескольких задач с применением ме­
тода введения нового неизвестного.

Задача 3. Решить уравнение
(х2 + 2х + З)2 + х2 + 2х = 39.

> Пусть х2 + 2х + 3 = £, тогда х2 + 2х = t - 3.
Относительно t исходное уравнение примет вид t2 + t — 3 = 39 

или t2 + t - 42 = 0, корни которого =-7, t2 = 6.
Вернёмся к искомому неизвестному:

1) х2 + 2х + 3 = -7, х2 + 2х + 10 = 0, = -9 с 0, следователь­
но, уравнение действительных корней не имеет.

260 Глава VIII
Повторение курса алгебры и начал математического анализа



2) х2 + 2х + 3 = 6, х2 + 2х - 3 = 0, хг = -3, х2 = 1. 
Ответ. х1 = -3, х2=1. ◄

Задача 4. Найти корни уравнения
yj2x2 - 4х + 3 - у)х2 - 2х - 2 = 2.

> Это уравнение равносильно следующему:
^2х2 - 4х + 3 = 2 + д/х2 - 2х - 2.

Имеет смысл выполнить замену неизвестного, полагая t = 
= х2 - 2х. Получим уравнение

y/2t + 3 = 2 + — 2. (1)
При t > 2 (в области определения последнего уравнения) 

уравнение (1) равносильно каждому из уравнений
2t + 3 = 4 + 4^-2 + t - 2, 4^-2 = t + 1,

16(f - 2) = (t + I)2, t2 - 14f + 33 = 0.
Корни последнего уравнения — числа = 3 и t2 = 11 удовлет­

воряют условию i > 2 и поэтому являются корнями уравнения (1).
Если t = 3, то х2 - 2х = 3, откуда хг = -1, х2 = 3; если t = 11, 

то х2 - 2х - 11 = 0, откуда х3 = 1 + 2 7з, х4 = 1 - 2 7з.
Ответ. х4 = -1, х2 = 3, х3 = 1 + 2 7з, х4 = 1 - 2 7з. ◄

Задача 5. Решить уравнение
4
3'

О Область определения уравнения определяется условиями

х + - > 0, х3 + - > 0, х + - 1, х3 + - ■*. 1. (1)
3 3 3 3

Полагая log. 1. , 1 4получаем уравнение -t + - = —
3 t 3

или t2 - 4i + 3 = 0, откуда tr = 1, t2 = 3.

1) Если t = 1, т. е.

х3 = х. Корни этого уравнения х4 = 0 и х2 = 1 удовлетворяют ус­
ловиям (1) и являются корнями исходного уравнения, а х3 = -1 
не удовлетворяет условиям (1).

куда

2) Если t = 3, то

1 7105
6 ± 18

или 27х2 + 9х - 8 = 0, от­

-9 ±^81+ 32-27
54

Условиям (1) удовлетворя-х =

1 , 7105 1 Г7105 , )
ет только х =----- ь - ----- = — -- ----- --  1 .6 18 3 J

ГА п 1 if 7105 ,
Ответ, х, = 0, х9 = 1, Хо = -  ----- --  11 2 3 3
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Задача 6. Найти все корни уравнения
sin3x + 3|sinх| = cos4x - cos2x.

О Используя формулы
sin3x = 3sinx - 4sin3x, cos4x - cos2x = -2sin3xsinx 

и полагая sinx = t, запишем исходное уравнение в виде
8£4 + 4£3-б£2-3(£ + 1t\) = 0. (2)

1) Если f > 0 (sinx > 0), то уравнение (2) примет вид
Д4£3 + 2£2 - 3£ - 3) = 0. (3)

Разложим на множители многочлен P(t) = 4Р1 + 2t2 — 3i - 3, учи­
тывая, что t = 1 — его корень (найденный перебором делителей 
свободного члена: ±1 и +3). Имеем

P(i) = (t - 1)(4£2 + 6t + 3).
Так как уравнение 4£2 + Qt + 3 = 0 не имеет действительных 

корней, то корнями уравнения (3) являются числа 0 и 1. Если 

t = 0, т. е. sinx = 0, то х = пп, п е Z, а если t = 1, то х = - + 2лп.
2

2) Если t<0 (sinx<0), то уравнение (2) можно записать 
в виде £2(4i2 + 2t - 3) = 0. Уравнение 4£2 + 2t - 3 = 0 имеет корни

1 + х/Гз х/1з — 1
=------ — < -1, t2 = -—-— > 0. В этом случае исходное уравне­

ние не имеет корней.

Ответ, тт, — + 2лп, п € Z. ◄ ГЭ^1 
2

■■ 4. Функционально-графический метод

Для решения уравнения вида Дх) = g'(x) иногда используют 
свойства функций Дх) и g’(x):

1) если одна из функций возрастает, а другая убывает на 
одном и том же промежутке, то графики этих функций имеют 
не более одной общей точки на этом промежутке (а уравнение 
/(х) = g'(x) — не более одного корня на этом промежутке);

2) если на некотором промежутке наибольшее значение 
функции Дх) = z/0, а наименьшее значение функции g'(x) также 
равно z/0, то уравнение Дх) = g(x) равносильно на этом промежут- 

|7(х) = z/0, 
ке системе s '[g-(x) = у0.

Иногда после нахождения одного корня уравнения прихо­
дится доказывать, что других корней оно не имеет. Для доказа­
тельства единственности корня уравнения нередко пользуются, 
например, такими свойствами монотонных функций:

1) если функция возрастает (убывает) на некотором проме­
жутке, то она принимает на этом промежутке каждое своё зна­
чение ровно один раз;
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2) если функции f(x) и g(x) одновременно возрастают (убы­
вают) на некотором промежутке, то функция у = f(x) + g(x) так­
же возрастает (убывает) на этом промежутке.

Если построение графиков функций у = f(x) и у = g(x) не вы­
зывает затруднений, то для решения уравнения f(x) = g(x) строят 
в одной системе координат графики обеих функций и ищут точ­
ки их пересечения. Если такие точки существуют, то их абсцис­
сы — корни уравнения f(x) = g(x).

Функционально-графическим методом в учебнике 10 класса 
решались, например, задача 10 из § 5 главы V, задача 5 из § 3 
главы VI. В данном учебнике (для 11 класса) этим методом ре­
шались первые задачи в § 3, 4 и 5 главы I.

Рассмотрим ещё несколько задач, использующих при своём 
решении приёмы функционально-графического метода.

Задача 7. Решить уравне­
ние log2(x + 3) = 3 - х.
> Построим в одной системе 
координат графики возрастаю­
щей функции у = log2(x + 3) и 
убывающей z/ = 3-x (рис. 115). 
Единственная точка пересече­
ния графиков этих функций на 
промежутке х > -3 имеет аб­
сциссу х = 1 (в точности равен­
ства убеждаемся проверкой).

Ответ, х = 1. Ч

sinx - cos4x + 2 = 0.Задача 8. Решить уравнение 

[> Запишем уравнение в виде sinx + 2 = cos4x. Функция 
f(x) = sinx+ 2 принимает на множестве R наименьшее значе­
ние, равное 1 (так как -1 < sinx < 1), а функция g(x) = cos4x на 
этом же множестве принимает наибольшее значение, равное 1. 
Это возможно только при тех значениях х, для которых

sinx + 2 = 1, 
cos4x = 1, откуда

х = + 2nk, k^Z,
пп г, х = —, n^Z.
2

Ответ, х = - — + 2л/г, k е Z. ◄ 
2

1У1 Задача 9. Решить уравнение

(3sinx + 4cosx)(20 + 12sinx + 5cos2x) = 143.

> Пусть /(x) = 3sinx + 4cosx, g(x) = 20 + 12sinx + 5cos2x. Тогда 

/(x) = 5| -sinx + -cosx I = 5(sinxsin<p + cosxcoscp) = 5cos(x - ср) и
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f(x) принимает наибольшее значение, равное 5, тогда и только
3 

тогда, когда х - ср = 2тт, т. е. х = ср + 2пп, ntZ, где ср = arcsin - , 
3 4 5

так как sin ср = -, cos ср = -. Преобразуем g(x), выделив полный 
квадрат:

g(x) = 5(1 - 2sin2x) + 12sinx + 20 =
тГ -2 6 . , 9 V ок , 18 143 • 3f

= -10 sin х —sinx ч------ч- 25 ч------- =-------- 10 sinx — .I 5 25 J 5 5 I 5J

Отсюда следует, что функция g(x) принимает наибольшее 
143 3 т-гзначение, равное ---- , тогда и только тогда, когда sinx = — . 11о-

5 5
этому левая и правая части уравнения совпадают в том и только 

3
в том случае, когда х = arcsin - Ч- 2лп, п € Z.

53
Ответ, х = arcsin - Ч- 2пп, neZ. 4 1У1

5

Задача 10. Решить уравнение $]х Ч- 8 Ч- %/х = 4.

> Замечаем, что х = 8 — корень уравнения. Докажем, что дру­
гих корней нет.

Функции / (х) = $]х + 8 и g(x) = \[x — возрастающие на их 
общей области определения (х > -8), совпадающей с областью 
определения заданного уравнения. Следовательно, функция 
у = f(x) Ч- g(x) также является возрастающей при х > -8 и своё 
значение у = 4 принимает один раз (при х = 8).

Ответ, х = 8. ◄

Задача 11. Решить уравнение 5х Ч- 12х = 13х.

> Нетрудно заметить, что х = 2 является корнем уравнения. До­
кажем, что других корней нет.

I способ. Разделив обе части уравнения на 13х > 0, по­

лучим . В левой части уравнения имеем сумму

двух убывающих (для всех х € R) функций. Их сумма также 
убывающая функция, принимает значение 1 единственный раз 
на области определения (при х = 2).

II способ. Разделив обе части заданного уравнения на 

12х, перейдём к равносильному уравнению

В левой части этого уравнения — убывающая функция, а в пра­
вой — возрастающая, значит, уравнение (*) имеет не более од­
ного корня. То есть х = 2 — единственный корень. ◄
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Ш 5. Метод перехода от уравнения ф(/(х)) = ф(^(х)) 
к уравнению /(х) = g(x)

Этот метод применяется только в том случае, если функция 
у = ср(х) непрерывна и монотонна. То есть этот метод применим, 
например:

1) при решении иррациональных уравнений вида 
2^f(x) = 2^g(x), где п € N, f(x) > 0, g(x) > 0;

2) при решении показательных уравнений вида а,(х> = ag(x>, 
где а > 0, а 1;

3) при решении логарифмических уравнений вида loga/(x) = 
= \ogag(x), где а > 0, а 1, Дх) > 0, g(x) > 0.

Во всех трёх случаях равносильным данным будет уравне­
ние f(x) = g(x).

Этот метод обосновывался и применялся, например, в учеб­
нике 10 класса при изучении § 4 главы IV, при решении многих 
задач из § 2 главы VI и из § 5 главы VII.

Задача 12. Найти ошибку в приведённом решении уравне­
ния (2х - I)2 = (х - 5)2.

Решение. Пусть Дх) = 2х-1, g(x) = х - 5. Так как 
f2(x) = g2(x), то /(х) = g(x), т. е. 2х — 1 = х — 5, откуда х = -4.
[> Функция ф(х) = х2 не является монотонной (каждое своё зна­
чение, кроме нуля, она принимает дважды), поэтому переход 
от ср(Дх)) = cp(g(x)) к /(х) = g(x) привёл к потере корня (заданное 
уравнение имеет корни хх = -4, х2 = 2). ◄

Задача 13. Решить уравнение 2C0S х - 8sin х = 0.
> Запишем уравнение в виде 2cos2x = 23sin2x, откуда cos2x = 
= 3sin2x. Решим полученное тригонометрическое уравнение:

3 3cos2x = 3(1 - cos2x), 4cos2x = 3, 2cos2x = — , cos2x + 1 = - , cos2x =
= 2x = +^ + 2nk, x = ±^ + л/г, k e Z. 

Zi О О
Ответ. x = ±— + nk, k € Z. 4

6

Задача 14. Решить уравнение
logx+1(72x-l-l) = 0,5.

t> Запишем уравнение в виде
logx + i (д/2х-1 - 1) = logx + 1(7x + l).

Это уравнение равносильно системе

х + 1 > 0,
: X + 1 5* 1,
д/2х - 1 - 1 = д/х + 1.
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Решим уравнение системы:
^2х - 1 = yjx + 1 + 1,

2х - 1 = (у]х + 1 + 1) , 

2х-1=х+1+2 у]х + 1 + 1, 
х - 3 = 2 д/х + 1.

Последнее уравнение равносильно системе 
[х - 3 >0, [х > 3,
[х2 - 6х + 9 = 4х + 4, [х-10х + 5 = 0.

Корни уравнения последней системы: х12 = 5 + 2 ^5 , однако 
х = 5 - 2 л/б не удовлетворяет неравенству системы.

Ответ, х = 5 + 2 Тб . ◄ 1У1

М 6. Решение уравнений с применением 
нескольких методов

В этой части параграфа рассмотрим несколько задач, при 
решении которых применяются различные общие методы реше­
ния уравнений.

Задача 15. Решить уравнение
21og3(x2 - 4) + 371og3(x + 2)2 - log3(x - 2)2 = 4.

> Область определения уравнения определяется условиями 
|х + 21 > 1 и |х|> 2, при выполнении которых исходное уравне­
ние равносильно каждому из уравнений

log3^< + 3^1og3(x + 2)2 = 4, 
(х-2)2

log3(x2 + 2)2 + 3^1og3(x + 2)2 = 4.

Пусть t = yjlog3(x + 2)2, тогда t2 + 3f - 4 = О, откуда = -4, 

t2 = 1. Так как t > 0, то t = ijlog3(x + 2)2 = 1, откуда log3(x + 2)2 = 1, 

(х + 2)2 = 3, хг = -2 + Тз , х2 = -2 - 7з . Корень х1 не удовлетво­
ряет условиям области определения исходного уравнения, а ко­
рень х2 им удовлетворяет.

Ответ, х = -2 - д/З. ◄

Задача 16. Решить уравнение
logn_х2(2х - 6 + 3 • 22х) = logx_x(2* - 6 + 3 • 22~х).

О Область определения данного уравнения находится из условий: 
| х | < >/Й , | х | + V10 , х > 1, х + 2, (1)
/г(х) = 2х - 6 + 3 • 22-* > 0. (2)
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1) Если h(x) = 1, то

(2х)2 - 7 • 2х + 12 = 0 или (2х - 3)(2* - 4) = О, 

откуда хг = log23, х2 = 2.
Число х = log23 удовлетворяет условиям (1) и является кор­

нем исходного уравнения, а число х = 2 не удовлетворяет усло­
виям (1).

2) Если h(x) 1 и выполняются условия (1)—(2), то исход­
ное уравнение равносильно уравнению

11 — х2 = х - 1 или х2 + х-12 = 0, 

откуда хг = -4, х2 = 3.
Число х = -4 не удовлетворяет условиям (1), а число х = 3 

удовлетворяет условиям (1)—(2), й(3) 1, и поэтому х = 3 — ко­
рень исходного уравнения.

Ответ. хА = log23, х2 = 3. ◄

Задача 17. Решить уравнение
3 + cos6x = 2 sin^x - 4tg24x. 

cos4x

[> Если cos4x О, то исходное уравнение равносильно каждому 
из уравнений

.. ? . , „ - „ sin3x4(1 + tg24x) + cos6x -1 = 2---- — ,cos4x

—|-------2sin23x = 2^|£.
cos24x cos4x

Полагая sin3xcos4x = t, получаем уравнение t2 + t - 2 = 0, имею­
щее корни t1 = -2, i2 = l.

Так как |t| < 1, то t = 1, т. e.

sin3xcos4x = 1. (1)

Уравнение (1) равносильно исходному, а уравнение

sin4x • cos3x = 0 (2)

является следствием уравнения (1). Из уравнений (1) и (2) по­
лучаем

sin4x • cos3x - sin3x • cos4x = -1, т. e.
sinx = -l. (3)

Уравнение (3) является следствием уравнения (1) и имеет 
корни

х = -^ + 2тт, n^Z. (4)

Проверка показывает, что значения х, определяемые фор­
мулой (4), являются корнями уравнения (1) и исходного урав­
нения.
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Замечание. Стандартный способ решения уравнения (1) 
основан на том, что уравнение (1) равносильно совокупности 
двух систем уравнений

sin3x = l, Jsin3x = -1, 
cos4x = l; lcos4x = -l.

71Ответ. x = -~ + 2лп, n£Z. Я

Задача 18. Решить уравнение

^/Stgx + 22ctgx = -V15(sinx + cosx).

> Возводя в квадрат обе части уравнения, получаем уравнение- 
22следствие 8tgx + -— = 15(1 + sin2x).
tgX 2t

Полагая tgx = t и пользуясь формулой sin2x =----- 2 , получаем

8t + — = 15^1 + — 
t l + z2J

или 8t4 - 15t3 - 15t + 22 = 0.
Преобразуем это уравнение, учитывая, что t = 1 и t = 2 —

его корни (найденные среди делителей числа 22). Имеем
(t - l)(t - 2)(8t2 + 9t + 11) = 0. (1)

Так как уравнение 8t2 -Г 9t + 11 = 0 не имеет корней, то кор­
нями уравнения (1) являются tA = 1 и t2 = 2.

_ ./21) Если t = tgx =1, то х = — + лк, k € Z, откуда sinx = —
V2 ■ л/2 V2и cosx = — или sinx = -— и cosx = -—.
2 2 2

Исходному уравнению удовлетворяют только такие зна­

чения х, 
keZ.

1при которых sinx = cosx = —— 
V2

откуда х = — + 2лк, 4
2) Если t = tgx = 2, то х = arctg2 + nk, k^Z. Учитывая, что 

sinx + cosx < 0 (это следует из исходного уравнения), заключаем, 
что х принадлежит III четверти.

Таким образом, исходному уравнению удовлетворяют лишь 
значения х, такие, что sinx < 0, cosx < 0, т. е. значения

х = arctg2 + л + 2лк, k G Z.
Ответ, х = — + 2лк, х = arctg2 + л + 2лк, k € Z. ◄ 1У1 4

7. Метод раскрытия модулей на промежутках
Если уравнение вида 

f(x) = 0 (1)
таково, что в левой его части содержатся выражения |Д(х)|, 
|/2(х)|, ..., |/„(х)|, то для решения такого уравнения обычно
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применяется так называемый метод промежутков. Его суть со­
стоит в следующем:

1) решается каждое из уравнений f^x) = 0, /2(х) = О, ..., 
Ш) = 0;

2) найденные корни отмечаются на числовой прямой, после 
чего прямая разбивается на определённое число непересекаю- 
щихся промежутков;

3) используя определение модуля числа, на каждом из по­
лученных промежутков уравнение (1) заменяется другим урав­
нением (не содержащим знаков модуля), равносильным ему на 
этом промежутке; находятся корни полученных уравнений, при­
надлежащие соответствующему промежутку;

4) все корни уравнения (1) получаются объединением полу­
ченных на промежутках корней.

Задача 19. Решить уравнение |х + 3| - \х - 5| = 1.
|> 1) Решая уравнения х + 3 = О и х - 5 = О, получаем хг = -3, 
х2 = 5.

2) Числовая прямая най--------------------------------------------
денными корнями разбивается $
(рис. 116) на три промежутка: ?ис- 116
(-оо; -3), [-3; 5), [5; +оо).

3) На каждом из полученных промежутков решим исходное 
уравнение, раскрыв модули:

а) на промежутке х < -3 получаем уравнение — х -3 + х- 5 = 1, 
которое не имеет корней;

б) на промежутке -3 < х < 5 получаем уравнение х + 3 + 
। к 1 3 т» 3+ х - 5 = 1, откуда х = — . Корень на промежутке х = — ;

в) на промежутке х > 5 получаем уравнение х + 3- х + 5 = 1, 
которое не имеет корней.

Ответ, х = - . Ч
2

Задача 20. Решить уравнение
|1 + log5x| - 3 = |2 + logix|.

> Пусть log5x = t, тогда logi х = -t. Относительно t уравнение 
5

примет вид |l + i|-3 = |2-i|. Оно равносильно уравнению

|t + 1| - 3 = |t - 2|, (1)
которое решим методом промежутков.

Решая уравнения i + l = 0 и t - 2 = 0, находим tA = —1, t2 = 2. 
Числовая ось разобьётся найденными корнями на промежутки 
t < -1, -1 < t < 2, t > 2.

Решим уравнение (1) на каждом из полученных промежутков.
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На промежутке t < — 1 уравнение примет вид —t — 1 — 3 = 
= —t + 2 или 0 • £ = 6. Это уравнение не имеет корней.

На промежутке — 1 < t < 2 уравнение примет вид t + 1 - 3 = 
= -t + 2, откуда t = 2. Это значение не принадлежит рассматри­
ваемому промежутку.

На промежутке £ > 2 уравнение принимает вид t + 1 - 3 = 
= t - 2 или 0 • t = 0. Решением этого уравнения является любое t 
(из рассматриваемого промежутка). Таким образом, £ > 2.

Возвращаясь к неизвестному х, имеем неравенство log5x > 2, 
решением которого являются все х 25.

Ответ, х > 25. ◄

§ 2. Приёмы решения уравнений 
с двумя неизвестными

М 1. Аналитические приёмы решения

С линейными уравнениями вида
ах + Ъу = с, (1)

где а, Ь, с — некоторые действительные числа (причём а2 + Ь2 0), 
вы встречались ещё в 7 классе и знаете, что они имеют бесчис­
ленное множество решений. Повторить сведения о них можно 
с помощью § 2 (п. 2) главы I учебника 10 класса.

Теория решения в целых числах уравнений вида (1), 
где а, Ь, с — целые числа (а2 + Ь2 0 и числа а, Ь, с не имеют 
общих делителей), изложена в § 5 главы II учебника 10 класса. 
Напомним основные сведения о решении таких уравнений:

1) если коэффициенты а и Ъ — взаимно простые числа, то 
это уравнение имеет бесчисленное множество решений вида

х = хг + bt, у = у^~ at, (2)
где (хх; у у) — некоторое (обязательно существующее) целочис­
ленное решение уравнения (1), a t — произвольное целое число;

2) если числа а и Ъ не являются взаимно простыми, то урав­
нение (1) не имеет целочисленных решений;

3) если уравнение ах + by = 1 имеет целочисленное реше­
ние (хр, уг), то и пара чисел (схр, су^) является решением урав­
нения (1).

Задача 1. Найти все целочисленные решения уравнения 
Зх - 4г/ = 7.

О Очевидно, что (1; -1) — решение исходного уравнения, а чис­
ла 3 и -4 взаимнопростые. Тогда все решения уравнения можно 
записать в виде

х = 1 + (-4)£, у = -1 - 3t,
где t е Z (например, при t = 1 имеем х = -3, у = -4).

Ответ. (1 — 4t; —1 — 3i), t^Z. ◄
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Задача 2. Доказать, что уравнение 6х + 8г/ = 51 не имеет 
целочисленных решений.
[> Так как числа 6 и 8 не являются взаимно простыми, заданное 
уравнение неразрешимо в целых числах. ◄ 1~>^1

Далее рассмотрим совокупность приёмов решения в целых 
числах нелинейных уравнений с двумя неизвестными. Заметим, 
что не существует общих подходов и методов решения в общем 
виде таких уравнений. Рассмотрим лишь несколько уравнений, 
решения которых основаны на свойствах делимости целых чисел 
и (или) на сравнении чисел и частей уравнения.

Задача 3. Доказать, что уравнение х2 + Зх - 2у + 1 = 0 не 
имеет целочисленных решений.
> Запишем уравнение в виде х2 + Зх + 2 - 2у - 1 = 0 или в виде 
(х + 1)(х + 2) = 2у + 1. Допустим, что существует целочисленное 
решение (х; у) последнего уравнения. Тогда в левой его части за­
писано произведение двух последовательных целых чисел, а оно 
чётно (так как одно из двух последовательных чисел чётно). 
В правой же части записано нечётное число. Равенство невоз­
можно, что опровергает предположение о существовании цело­
численного решения исходного уравнения. Ч

Задача 4. Решить в целых числах уравнение 4х2 — у2 = 7.
> Запишем уравнение в виде (2х - z/)(2x + у) = 7. Так как дели­
телями числа 7 являются только числа ±1 и ±7, то множество 
целочисленных решений исходного уравнения совпадает с сово­
купностью решений следующих четырёх систем:

1) (2х-у = 1, 2) (2х-у = -1, 3)|2х-у = 7, 4) (2х-у = -7, 
[2х + у = 7; [2х + у = -7; [2х + у = 1; [2х + у = -1.

Каждая из этих систем имеет решение.
Ответ. (2; 3), (-2; -3), (2; -3), (-2; 3). ◄

Задача 5. Решить в целых числах уравнение х2 + у2 - 4х + 
+ бу + 13 = 0.
> Запишем данное уравнение в виде у2 + бу + 9 = -х2 + 4х - 4, 
откуда {у + З)2 = —(х - 2)2. Так как левая часть полученного урав­
нения неотрицательна при любом у, а правая — неположительна 
при любом х, то равенство возможно тогда и только тогда, когда 
f у + 3 = 0, о о_ т. е. при х = 2, у = -3.
|х-2 = 0, у

Ответ. (2; -3). ◄
Пй Иногда, применяя оценки различных выражений, удаётся 
найти и нецелочисленные решения отдельных уравнений с дву­
мя неизвестными. Такое уравнение будет рассмотрено в следую­
щей задаче.
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Задача 6. Найти все пары действительных чисел (х; у), для 
которых справедливо равенство

log2^(2  ̂- yjx^-1) = ^х + у~2^. (1)

О Равенство (1) имеет смысл, если выполнены условия:
у > 0, у - х > 0, Ху]у -1 > О, 2'1у~х > yjxyjy - 1, х + у - 2у]у > 0. (2) 

Пусть
2^"* = a, ^xjy -1 = &, ^х+у~2^у = с. (3)

Тогда равенство (1) можно записать в виде 
а - Ъ = ас, (4)

где 
а> 1, b>0, с> 1, (5)

при выполнении условий (2).
Из равенства (4) и условий (5) следует, что 

а> а-Ъ = ас > а, и поэтому 
а = а - b = ас. (6)

Так как Ъ 0, с > 1 (условия (5)), то равенство (6) являет­
ся верным тогда и только тогда, когда Ъ = 0, с=1. Из равен­

ства (3) получаем систему уравнений
xJy -1 = 0, 

< .—
х + у - 2у]у = 0, 

откуда

(из первого уравнения). Тогда

1 2 о 3х ---- х---- =0, х -
X2 X

Если х=1, то у = 1

Если х2 + х - 1 = 0, то х =

2х + 1 = 0, (х - 1)(х2 + х - 1) = 0.

и условие у - х > 0 не выполняется.
1 , так как х > 0 (х^/у = 1).

9 3 _|_ J5
- =------= = —. Найденная пара чи-Тогда у = ± = -— 

Х (д/б - 1) 
сел х, у удовлетворяет условиям (2) и является решением дан­
ного уравнения.

Ш 2. Графические приёмы решения
Множества решений (если они существуют) многих уравне­

ний с двумя неизвестными удаётся проиллюстрировать точками 
(точкой) координатной плоскости.
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Задача 7. Найти множество точек координатной плоскости, 
удовлетворяющих уравнению:

1) х2 - у2 = 0;
2) 2х2 + 5ху - Зу2 - 2х + у = 0;
3) 2х2 - 8х + у2 + бу + 17 = 0.

[> 1) Уравнение можно записать в виде (х — у)(х + у) = 0, отку­
да следует, что либо х - у = 0, либо х + у = 0. Заметим, что дан­
ное уравнение равносильно уравнению |х| = |у|. Поэтому мно­
жество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению 
х2 - у2 = 0, — пара пересекающихся прямых у = х и у = -х.

2) Разложим левую часть уравнения на множители:
2х2 + 5ху - Зу2 - 2х + у = 2х2 - ху + Зу(2х - у) - (2х - у) =

= (2х - у)(х + Зу - 1).
Искомое множество — пара пересекающихся прямых

2х - у = 0 и х + Зу-1 = 0.
3) Преобразуем левую часть уравнения, используя метод 

выделения полного квадрата:
2х2 - 8х + у2 + бу + 17 = 2(х2 - 4х + 4) + у2 + бу + 9 = 

= 2(х - 2)2 + (у + З)2,
2(х - 2)2 + (у + З)2 = 0.

Это уравнение имеет единственное решение х = 2, у = -3, 
т. е. множество решений уравнения — точка (2; -3). ◄

Пусть на координатной плоскости Оху выбрана точка F(a; Ъ), 
а М(х; у) — произвольная точка этой же плоскости, R — рас­
стояние от точки М до точки А. Тогда

(х — а)2 + (у — Ъ)2 = R2.
Если задано число R > 0, то данное уравнение — это уравне­

ние окружности С радиуса R с центром в точке А(п; Ь).

Задача 8. Найти множество точек координатной плоскости, 
удовлетворяющих уравнению:

1) х2 + у2 + 4х - 6х - 3 = 0;
2) 8х3у = у4.

> 1) Применяя метод выделения полного квадрата, получаем 
х2 + у2 + 4х - бу - 3 = (х + 2)2 + (у - З)2 -16 = 0, откуда

(х + 2)2 + (у - З)2 = 16.
Следовательно, множество решений данного уравнения — 

окружность радиуса 4 с центром (-2; 3).
Замечание. Целочисленные решения уравнения (х + 2)2+ 

+ (у - З)2 =16 — пары чисел (2; 3), (—2; 7), (-6; 3), (-2; -1) полу­
чаются из решения четырёх систем уравнений:

а)[х + 2 = 4, 6)fx + 2 = 0, в) fx + 2 = -4, г) Гх + 2 = 0, 
[у-3 = 0; [у-3 = 4; [у-3 = 0; [у-3 = -4.
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2) Преобразуем уравнение:
8x3z/ — t/4 = 0, i/(8x3 - у3) = 0, у(2х - у)(4х2 + 2ху + у2) = О,

?/(2х - z/)((x + у)2 + Зх2) = 0.

Так как равенство (х + у)2 + Зх2 — 0 выполняется только при 
х = 0 и у = 0, то множество решений исходного уравнения — со­
вокупность прямых у = 0 и 2х — у = 0.

Рассмотрим примеры уравнений с двумя неизвестными, ко­
торые содержатся под знаком модуля.

Задача 9. Найти множество точек координатной плоскости, 
удовлетворяющих уравнению:

1) х + |у| = 0; 2) |х| + |у\ = 2; 3) |х2-Г х - б| + |z/| = 6.
О 1) Уравнение равносильно совокупности двух систем:

[х+г/ = О, [х-г/ = О, 
[у>0; [у<0.

Первой системе удовлетворяют точки, принадлежащие бис­
сектрисе II координатного угла, второй системе — точки, при­
надлежащие биссектрисе III координатного угла (рис. 117).

2) Если х > 0, у 0, то уравнение можно записать в виде 
х + у = 2. Множество решений этого уравнения — отрезок АВ, 
где А(2; 0), В(0; 2). Так как |-х| = |х|, |-i/| = |i/|, то множество ре­
шений исходного уравнения — граница квадрата ABCD (рис. 118), 
где С(—2; 0), 0(0; -2).

Замечание. Для нахождения координат вершин квадра­
та нужно в уравнении |х| + |z/| = 2 взять х = 0 (и тогда \у\ = 2, т.е. 
у = ±2), а затем у = 0 (тогда х = ±2).

3) Найдём особые точки, возникающие при раскрытии мо­
дулей:

а) если г/ = 0, то |х2 + х-б| = 6; решая уравнения 
х2 + х - 6 = ±6, находим х1 = -4, х2 = 3, х3 = -1, х4 = 0; координа­
ты точек А(-4; 0), В(3; 0), С(-1; 0) и 0(0; 0) являются решени­
ями исходного уравнения;
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б) при х2 + х - 6 = 0, т. е. при 
х = -3 и х = 2, получаем |i/| = 6, 
откуда уг = -6, у2 = 6; коорди­
наты точек -D(-3; -6), Е(-3; 6), 
Е(2; -6) и G(2; 6) являются ре­
шениями исходного уравнения.

Переписав уравнение в виде 
|у | = 6 - |х2 + х - 61 при у > 0, по­
лучаем у = 6 -1 х2 + х - 61, а при 
у < 0 имеем у = -(6 - \х2 + х - 6|). 
График исходного уравнения 
симметричен относительно оси 
абсцисс. Определим его вид 
в верхней полуплоскости:

а) если х<-3 и х>2, то у = 
= 6 - х2 - х + 6, т. е. у = -х2 - х + 12 
и решения исходного уравнения 
при у 0 — это координаты точек 
параболы у = -х2 - х + 12;

б) если -3 < х < 2, то у = 6 + 
+ х2 + х - 6, т. е. у = х2 + х и ре­
шениями уравнения будут коор­
динаты точек параболы у = х2 + х.

Таким образом, в верхней полуплоскости график исходного 
уравнения состоит из четырёх частей двух парабол (рис. 119): 
АЕ, ЕС, OG и GB. Учитывая симметрию графика относительно 
оси абсцисс, в нижней полуплоскости имеем 4 части двух других 
парабол: AD, DC, OF и FB.

Координаты всех точек полученного графика (и только они) 
изображают решения исходного уравнения. ◄

§ 3. Неравенства, системы и совокупности 
неравенств с одним неизвестным.
Методы их решения

■■ 1. Основные понятия, связанные с решением 
неравенств

Два неравенства с одним неизвестным называются равно­
сильными, если их решения совпадают. Неравенства, не имею­
щие решений, также считаются равносильными.

Если решение неравенства
Дх) > g-(x) (1)

содержится в решении неравенства 
п(х) > п(х), (2)

то неравенство (2) называют следствием неравенства (1).
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При решении уравнения переход к уравнению-следствию 
мог расширить множество корней. Найденные корни уравне­
ния-следствия можно было проверить подстановкой в исходное 
уравнение и выявить посторонние корни.

При решении неравенства проверку найденных решений не­
равенства-следствия обычно выполнить затруднительно. Поэтому 
при решении неравенства его чаще всего заменяют равносиль­
ным неравенством, равносильной ему системой или совокупно­
стью предложений с неизвестным.

Примеры равносильных преобразований неравенств:
1) перенос члена неравенства (с противоположным знаком) 

из одной части неравенства в другую;
2) умножение обеих частей неравенства на положительное 

число (или на выражение, принимающее только положительные 
значения при всех значениях неизвестного из области определе­
ния) с сохранением знака неравенства;

3) умножение обеих частей неравенства на отрицательное 
число (или на выражение, принимающее только отрицательные 
значения при всех значениях неизвестного из области определе­
ния неравенства) с изменением знака неравенства на противо­
положный;

4) использование тождеств, справедливых для всех действи­
тельных значений неизвестного (или для всех значений из об­
ласти определения неравенства);

5) возведение обеих частей неравенства в нечётную степень 
и извлечение корня нечётной степени из обеих частей неравен­
ства.

Напомним, что нестрогое неравенство f(x) > g(x) равно­
сильно совокупности уравнения f(x) = g’(x) и неравенства 
/(х) > g(x).

При решении неравенств применяются общие методы:
— введение нового неизвестного;
— разложение на множители с последующим применением 

метода интервалов (о котором подробно рассказано в § 8 гла­
вы I учебника 10 класса);

— аналитико-графический метод;
— переход от неравенства вида ф(/(х)) > ф(^(х)) к неравен­

ству, связывающему функции /(х) и g’(x), либо к системе нера­
венств, включающих в себя ограничения на /(х) и (или) на g'(x).

Основные сведения о равносильных неравенствах были 
введены в учебнике 10 класса: в § 4 (п. 2), § 6 главы V, в § 3 
главы VI, в § 6 главы VII. Там же были рассмотрены решения 
основных видов иррациональных, показательных и логарифми­
ческих неравенств.
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Напомним основные идеи решения иррациональных, пока­
зательных и логарифмических неравенств:

1. 1) Иррациональное неравенство y]f(x) < g(x) равносиль-

но системе неравенств <
/(х)>0, 
g(x)>0, 
f(x)<(g(x))2.

2) Неравенство ^Jf(x) < g(x) равносильно совокупности си­
стем неравенств , г

Г/(х)>0, и р(х)>0, 
U(x)< О И [f(x)>(g(x))2.

2. Показательное неравенство а^ > аё(х>> равносильно 
неравенству f(x) > g(x), если а > 1, и равносильно неравенству 
Дх) < g(x), если 0 < а < 1.

3. Логарифмическое неравенство logaf(x) > logag(x) равно- 
f/(x)>g(x),сильно системе неравенств если а> 1, и равносиль-

//(x)<g(x), 
но системе неравенств если 0<д<1.

Неравенство logflx)g(x) > log/(x)/z(x) равносильно совокупности

f/(x)>l, [0</(х)<1,двух систем ■ . . , . . и ^ . . , . .^g(x) > Л(х) > 0 [О < g(x) < Л(х).

Неравенство logy(x)g(x) < logz(x)/z(x) равносильно совокупности

f/(x)>l, [0</(х)<1,двух систем _ . . , . . и . ' , . .[О< g(x) < h(x) \g(x)> h(x)> 0.
Рассмотрим решения основных видов неравенств с примене­

нием различных методов решения.

Ш 2. Решение алгебраических неравенств
Задача 1. Решить неравенство |3х2 - х - 101 + 4 > 4х - х2.

> После переноса числа 4 в правую часть неравенства с противо­
положным знаком данное неравенство можно записать в виде 

|3х2 - х - 10| > -(х - 2)2.
Так как левая часть этого неравенства принимает только не-

отрицательные значения, а правая — только неположительные, 
то неравенство имеет решение в случае, когда имеет решение

система
Зх2 - х - 10 = 0
-(х-2)2 = 0,

т. е. когда -
х = -*

3 
х = 2, 

х = 2.
Ответ, х = 2. ◄
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Г>^П Задача 2. Решить неравенство ——------ -------- -— < 0.
------------------ 2х'‘ - 11х2 + 12х + 9

О Представим исходное неравенство в виде

х(х — 2)(х + 4) < q 
(2х + 1)(х-3)2

и решим его методом интервалов. Предварительно решим урав­
нения х(х - 2)(х + 4) = 0, (2х + 1)(х - З)2 = 0 и отметим на число­

вой оси (рис. 120) значения их корней — точки 0; 2; 3; — —4,
1 о .учитывая, что - — и х = 3 не принадлежат области определения

неравенства. Эти точки разбили числовую ось на интервалы (—оо; 
-4), Г-4; —ij, (Л, (0; 2), (2; 3), (3; +oo). На каждом из полу­

ченных интервалов значение дроби, стоящей в левой части ис­
ходного неравенства имеет определённый знак (см. рис. 119). Ис­
ходному нестрогому неравенству удовлетворяют все значения х 

л ' 1из промежутков -4<х<-—, ----------хд—''\/—
0 < х < 2 и только они. + ~ ~ Y + Х+>

t -4 _1 0 2 3 х
Ответ. -4 < х < 2

0 < х < 2. Ч ГУП 2 Рис- 120

Задача 3. Решить неравенство -х.

0 1 способ оформления решения.
Данное неравенство равносильно совокупности систем:

Решим первую систему: х > 0, 
-2 < х <18, откуда 0 < х< 18.

Решим вторую систему:
х < 0,

< 18 - х - 2х2 - х3 0 > или 
2 + х

х < 0,
“ х3 + 2х2 + х -18 < Q 

2 + х (*)
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Так как х = 2 — корень многочлена Р(х) = х3 + 2х2 + 
+ х - 18, то Р(х) можно представить в виде (х — 2)(х2 + 4х + 
+ 9) = (х - 2)((х + 2)2 + 5). Очевидно, что (х + 2)2 + 5 > 0 при лю­
бом х, поэтому знак Р(х) совпадает со знаком двучлена х - 2.

х <2,
Таким образом, система (*) равносильна системе < х-2 g от­
куда -2 < х < 2. [х + 2 ’

Объединяя решения пер­
вой и второй систем, получим 
(рис. 121) решения исходного -2 0 2 18 х

Рис. 121неравенства.
Ответ. -2 < х < 18.

II способ оформления решения. Область опреде­
ления неравенства — промежуток (—2; 18]. Если х € (0; 18], то 
левая часть неравенства неотрицательна, а правая отрицательна. 
Поэтому все значения х из промежутка (0; 18] — решения ис­
ходного неравенства.

Пусть х G (-2; 0], тогда х + 2 > 0 и исходное неравенство рав­

носильно каждому из неравенств > х2, X3 + 2х2 + х - 18 < 0.

Так как х = 2 — корень многочлена Р(х) = х3 + 2х2 + х - 18, 
то Р(х) можно представить в виде (х - 2)(х2 + 4х + 9) = (х - 2) 
((х + 2)2 + 5), откуда заключаем, что Р(х) < 0 при х < 2.

Следовательно, все значения х € (-2; 0] — решения исход­
ного неравенства, а искомое множество решений — объединение 
промежутков (-2; 0] и (0; 18], т. е. промежуток (-2; 18].

Ответ. -2 < х < 18. ◄

Задача 4. Решить неравенство

> Область определения неравенства Е определяется условием
8 - —

9
— 0, откуда следует, что

2 - -
4 е = (—оо; 8) U [72; +оо).

а) Пусть хЕЕ и х< 2, тогда левая часть неравенства поло­
жительна, а правая меньше или равна нулю. Поэтому указанные 
значения х не являются решениями неравенства.

б) Пусть х Е Е и 2 < х < 8. Тогда исходное неравенство рав­
носильно каждому из неравенств
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Z X f 9 \
8 - - < (x - 2)2( 2 - — xK - 3x + <

9 I 4 J I 4 9 J 0,

( 16 Y 20 Vnx x------x--------- < 0.I 3 JI 3 J

Решая это неравенство методом интервалов на множестве Е 

при 2 < х < 8, находим — <х< —.
3 3

в) Пусть хЕЕ и х > 72. Тогда исходное неравенство равно­
сильно каждому из неравенств

- - 8 < (х - 2)2[- - 21 xf^ - Зх + > 0,
9 U J V 4 9 J

( 16 Y 20 Y пх х------х--------- > 0.
I 3 Jk 3 J

Решая это неравенство методом интервалов на множестве Е 
при х > 72, находим, что х > 72. Множество решений исходного

неравенства — объединение промежутков —; — и [72; +°о).

Ответ. — < х < —, х > 72. ◄ 
3 3

Задача 5. Решить неравенство

x>/2 + 1

1 - д/х2 - 4х + 5

> Так как х2 - 4х + 5 = (х - 2)2 + 1 > 1, то ср(х) = 1 - д/х2 - 4х + 5 < 0, 
т. е. знаменатель дроби в левой части неравенства отрицателен 
при всех х 2 и обращается в нуль при х = 2.

Если х 2, то исходное неравенство равносильно каждому 
из неравенств 

хд/2 + 1 > 1 - д/х2 - 4х + 5, хд/2 > -д/х2 - 4х + 5, -х>/2 < д/х2 - 4х + 5.

При х > 0 и х 2 последнее неравенство является верным 
(его левая часть неположительна, а правая положительна), т. е. 
все значения х € [0; 2) U (2; +оо) являются решениями данного
неравенства. __________

При х<0 обе части неравенства -х^2 < д/х2 - 4х + 5 поло­
жительны и оно равносильно каждому из неравенств 2х2 < х2 — 
- 4х + 5, х2 + 4х - 5 < 0, (х + 5)(х - 1) < 0, откуда -5<х<1. 
С учётом условия х < 0 получаем —5 < х < 0. Таким образом, мно­
жество решений неравенства — объединение промежутков [—5; 0), 
[0; 2), (2; +°о).

Ответ. -5 < х < 2, х>2. ◄
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Задача 6. Решить неравенство

13 - 2х , V1 + 2х 
------------ 1------ 1 ----- F > О
1 + 2х 2^/3 - 2х - V2

> Область определения Е данного неравенства находится из 
условий 3 - 2х > О, 1 + 2х > 0, 2^/3 - 2х д/2 и представляет из

/ -1 рг \ / рг о

себя объединение интервалов ——• £ и _• £
I 2 4; U 2

На множестве Е исходное неравенство равносильно каждо­
му из неравенств

у/З - 2х (2^/3 - 2х — V2) + 1 + 2х 

2у]3 - 2х - V2 

7 - 2х - у]б - 4х 
2^/3 — 2х — л/2

Так как 7 - 2х > ^/б - 4х при 
3

всех х< - (рис. 122), то неравен- 
2

ство (1) равносильно на множестве

Е каждому из неравенств

2д/3-2х > V2, д/2(3-2х) > 1, 
6 - 4х > 1,

откуда х 5
4 ‘

Таким образом, множество решений исходного неравен- 
г ( 5^1ства — пересечение множества Е с множеством I— <х>;—I, т> е-

интервал

Ответ. ~—<х<—. ◄ ГЭ^1 
2 4

Задача 7. Решить неравенство
10 - 2| х| 

|х2 + 9х +11| - 3

> Пусть /(х) = 10 - 2|х|, g(x) = |х2 + 9х + 111 - 3. Уравнение /(х) = 0 
имеет корни —5 и 5, а уравнение g’(x) = 0, равносильное совокуп­
ности двух уравнений х2 + 9х + 8 = 0 и -х2 - 9х - 14 = 0, имеет
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две пары корней -8, -1 и -7, -2. Графики функций у = Дх) 
и у = g(x) изображены на рисунке 123.

Функция у = g’(x), график которой симметричен относитель-
9

но прямой х = -~, принимает наименьшее значение, равное -3,
в точках хг и х2, таких, что 
межутках х < -8, -7 < х < -5

-8 < х1 < -7, -2<х2<-1. На про- 
и -2 < х < -1 функции Дх) и g'(x) 

принимают значения разных знаков, и поэтому указанные про­
межутки содержатся в множестве решений неравенства.

Если -8 < х < -7, то Дх) < 0, g’(x) < 0, причём f(x) < f(~7) = -4
и -3 < g(x) <0, и поэтому Дх) > 4 > 

g-(x) 3 Значения х € (—8; 7) не
содержатся в множестве решений. Если х € [-5; -2], то Дх) > 0, 
g(x) > 0. Из рисунка 123 видно, что Дх) < g(x) на промежут­
ке [-5; а], где а — абсцисса точки А — точки пересечения 
графиков функций у = Дх) и у = g’(x), т. е. корень уравнения 
-х2 - 9х - 14 = 10 + 2х из промежутка [-5; -2].

Это уравнение имеет корни —8 и —3, и поэтому а = -3. Из 
рисунка 123 следует, что при х > -1 графики функций у = Дх) и
у = g(x) пересекаются в точке В, абсцисса Р которой — положи­
тельный корень уравнения х2 + 9х + 8 = 0, откуда Р = + .

При — 1 < х < Р справедливо неравенство 0<£(х)<Дх), откуда 
/(х) 1 „ /(х) , 1 „>1, а при х>р — неравенство ——- ч1. Следовательно,
S Х 7129 -11 g Х
значение х > ------------ — решения неравенства.

/ Q2 К О/ / 1 . >/129-11
Ответ, х < -8, -7 < х < -5, -2 < х < -1, х > ----- ------ . Ч ПЯ
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■ 3. Показательные и логарифмические 
неравенства

Решением системы

Задача 8. Решить 
[> Данное неравенство

Гх > 1, 
[зх+1>

неравенство Зх+1 > 8 • 5'х" 11
равносильно совокупности двух систем: 

Jx < 1,
>8-5x_1 И [Зх + 1>8-51’х.

Неравенство Зх + 1:> 8 • 5х ~1 равносильно каждому из следую-

щих неравенств: 3 • 3х :> 8 . к* (3Y.8 . 85 6’ W >U' Х<1О«».6П'

х > 1,
8 является промежуток

■*" < ogo,61 с

i^i 8 , 1 8т 16-.,l<x<log06— (так как log06—= logis —> 1).
15 15 30 ^^

Неравенство Зх + 1>8-51-х равносильно каждому из еле-
(1 40дующих неравенств: 3 ■ 3х > 40 ■ - , 3-15 >40, 15 > —,
\5у 3

40 [х<1,
х> log.c—. Решением системы < , 40 является промежу-3 x>log15 —

_ о
ток log15^ <х<1 (так как log15^ = log1513| < 1). 

О о о

Ответ. log15^ < x<log0 6-^. ◄ 
о 1Э

Задача 9. Решить неравенство

х - 5^ 
х + 3 )

logi
2

- log i — + 4х + 9 < 21og4(x2 + 5х + 6).
2 < 2 )

[> Область определения неравенства Е находится из решения

системы

х - 5 > Q
х + 3

, х2— + 4х + 9
2
х2 + 5х + 6 0.

Множество Е = (-оо; -3) U (5; 4-оо).

На множестве Е неравенство равносильно каждому из неравенств
log if------1 + log i ((х + 2)(х + 3)) < log if — + 4х + 9 j;

2^X + 3J 2 2 J
(y2 >

log i ((x + 2)(x - 5)) < logi — + 4x + 9 ; x2 - 3x - 10 >
2 2^ 2 '

+ 4x + 9;2

x2у - lx- 19 >0.
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Множество решений последнего неравенства Ег = 
= (-oo;7->/87] U [7+ д/87 ; +оо). Искомое множество решений 
неравенства — пересечение множеств Е и Ег.

Ответ, х < -3, х > 7 + V87 . ◄

Задача 10. Решить неравенство log лхл(х2 - 10х + 22) > 0. 
-----------------

> Данное неравенство равносильно совокупности систем:

log2f^>l, 0<;log/fl<l,
и • <27

х2 - Юх -г 22;>1 0<' х2 - Юх + 22 <с 1

Решим вторую систему:

Решим первую систему:

— >2, 
2
х2 - 10х + 21 > 0;

х > 4,
х < 3, откуда х 5
х > 7,

> 7.

0< —<2, 
2

х2 - Юх + 21 < 0, 
х2 - Юх + 22 > 0;

0 < х < 4, 
3 < х < 7, 
х<5-д/з, 
х > 5 + V3.

Так как 3 < 5 - л/з < 4, то решением системы является про­
межуток (3;5-\/з).

Ответ. 3 < х < 5 - л/з , х > 7. ◄

Задача 11. Решить неравенство 
^(х+2)(л/х + 3 + 1) < i- 

О Область определения неравенства находится из условий 
х >-2, х^-1, х > -3, откуда получаем х >-2 и х^-1.

На области определения неравенство равносильно совокуп­
ности двух систем:

fx > -1,
| лУх + 3 + 1 < х + 2 

1-2<х<-1, 
У^/х + 3 + 1 х + 2.

Решим первую систему, заменив её равносильной системой: 
Гх > -1, 
[д/х + 3 < х + 1.
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Так как обе части второго неравенства при х > —1 поло­
жительны, то оно равносильно неравенству х + 3 < (х + I)2 или 
х2 + х - 2 > 0, откуда х > 1.

Вторая система равносильна следующей системе:

Г-2 < х < -1, 
[^/х + 3 > х +1.

Во втором неравенстве правая часть — отрицательное 
число при -2<х<-1, а левая — положительное число, т. е. 
это неравенство выполняется при любом х из промежутка 
(-2; -1).

Объединяя решения первой системы (х > 1) и второй систе­
мы (—2 < х < —1), получим решения исходного неравенства.

Ответ. -2<х<-1, х>1. ◄

Задача 12. Решить неравенство

> Если = t , то t > 1
(х > 1) и исходное неравенство
примет вид

|/-2|<^t-^-t2. (2)

Пусть f(t) = \t-21, g'(f) =
16 . 10 .2 , 1 л-г= где £>1. По-
О о

строим графики функций 
y = f(t) и y = g(t) (рис. 124). 
Из рисунка видно, что нера­
венству f(t) < g(t) удовлетво­
ряют значения t € [£х; t2], где 
£х и £2 — абсциссы точек А и

(1)

В, tA — корень уравнения 2 - t = g(t), такой, что fx<2, a — 
корень уравнения t - 2 = g(t), такой, что t2> 2.

Первое из этих уравнений равносильно уравнению 3£2 -

-19?+16 = 0 и имеет корни 1 и — , а второе равносильно урав- 
32

нению 3i - 13t + 4 = 0 и имеет корни 4 и — .

Следовательно, t1 = 1, t2 = 4, а множество решений нера­
венства (2) есть отрезок 1 < t < 4, т. е. 1 < 2^х-1 < 4, откуда 
0 < yjx - 1 <2, 1 < х < 5.

Ответ. 1 < х < 5. ◄ 1У1
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§ 4. Способы и методы решения систем 
уравнений с двумя неизвестными

Понятие равносильности систем уравнений и обоснования 
основных способов решения систем, основанных на равносиль­
ных переходах (способов подстановки и сложения), приведены 
в § 2 главы I и в § 4 главы V учебника 10 класса.

Способом подстановки в учебнике 10 класса реша­
лись, например, задачи 1, 2 из § 10 главы III, задача 1 из § 4 
главы VI, задача 10 из § 5 главы VII. Решим ещё несколько си­
стем уравнений способом подстановки.

Задача 1. Решить систему уравнений

f2х2 - ху + Зу2 — 7х - 12у + 1 = 0, 
[х - у + 1 = 0.

О Из второго уравнения системы х = у — 1. Это выражение под­
ставим вместо х в первое уравнение системы:

2(у - I)2 - (у - 1)у + Зу2 - 7(у - 1) - 12г/ + 1 = 0.
Решим полученное уравнение: 2у2 -4р + 2-у2 + у + Зу2 — 

-7у + 7- 12у +1 = 0, 4р2- 22у + 10 = 0, 2у2 - 11г/ + 5 = 0, откуда

уА = 5, г/2 = V • Подставив найденные значения у в выражение 
ч 2 . 1

X = у - 1, получим хг = 4, х2 = - — .

Ответ. (4; 5), ◄

Задача 2. Найти все решения системы уравнений

sinx - siny = 1,5,

О Выражение х = у----—, полученное из второго уравнения, под-
О

Л 2 тт Аставим в первое: sin\у-------sin//= 1,5. Это уравнение равно-
\ 3 )

сильно каждому из следующих уравнений:

2 sin
2л

У~ — ~У
________ о_________

2

2л , 
У--Х- + У

■ cos----- -------
2

= 1,5,

2sinf• cosfу - — = 1,5, -V3cosfу —
{ 3J V 3j I 3j 2

( лcos и----
U 3

Уз
2 ’
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откуда у - —= ± arccos - 
3 \

J3
2

+ 2 л/г или у = — + — + 2л/г, k € Z. y 3 - 3
Получаем у = л + 2 л/г и у = + 2л/г, где k € Z. Соответствующие

о

2л л „значения х находим из выражения у---- — : х = — + 2л/г и х =
= -л + 2л/г, k G Z.

Ответ. Г— + 2л/г; л + 2nk , 3 ) -л + 2nk;—— + 2nk , k e z. ◄ 
3 )

Способом сложения (который называют ещё спосо­
бом алгебраического сложения, способом линейных преобразова­
ний) решались в учебнике 10 класса, например, задачи 7 и 8 из 
§ 5 главы V, задача 1 из § 6 главы IX. Рассмотрим решения ещё 
нескольких систем уравнений этим способом.

Задача 3. Решить систему уравнений

I х2 - 4г/2 - ху + 5у = 1, 
[х2 + Зу2 - ху - 4г/ = -1.

> Чтобы из данных двух уравнений получить линейными пре­
образованиями уравнение с одним неизвестным, умножим, на­
пример, второе уравнение на -1 и сложим полученное уравнение 
с первым:

+ х2 - 4г/2 - ху + 5у = 1
-х2 - Зу2 + ху + 4г/ = 1

-7г/2 + 9г/ = 2

Система уравнений

I х2 - 4г/2 - ху + 5у = 1,
[-7г/2 + 9у = 2

равносильна данной. Решая второе уравнение последней систе- 
2

мы, получаем yr = 1, у2 — ~ . Подставив найденные значения у 

в первое уравнение системы, получим соответствующие урав­
нения: х2 - х = 0 и 49х2 - 14х + 5 = 0. Корни первого уравнения 
х = 0 и х = 1, второе уравнение не имеет корней.

Ответ. (0; 1), (1; 1). ◄

Задача 4. Решить систему уравнений

sinx + д/2 cosy = —,
< г Г 2 5
уЗсоэх + y2sinz/ = —.

|> Разделив обе части каждого из уравнений системы на 2, за­
пишем эту систему в виде
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■ ■ 71 77 3sinx ■ sm— + cosy • cos— = —, 
6 4 4

Л , • 71 5cosx • cos—h smu • sm— = —. 
6 4 4

Складывая полученные уравнения почленно, находим

Это уравнение имеет решения тогда и только тогда, когда 

cos х - — = 1 и cos у - — = 1 (так как Icosocl < 1), откуда 
\ 67 ч 47

х = — + 2nk, k£Z, у = — + 2тт, n^Z.
6 4

Ответ. (+ 2nk; + 2пп\ keZ, n£Z. Ч 
\6 4 7

Нередко при решении систем уравнений переходят к систе­
мам-следствиям, после чего найденные решения проверяют 
постановкой в исходную систему.

Если каждое решение первой системы уравнений является 
и решением второй системы, то вторая система называется след­
ствием первой.

Приведём ещё два утверждения, часто используемые при 
решении систем уравнений:

1) если к данной системе присоединить уравнение, являю­
щееся следствием этой системы, то полученная система будет 
равносильна исходной;

2) если какое-либо уравнение данной системы заменить его 
следствием, а остальные уравнения оставить без изменения, то 
полученная система будет следствием исходной.

Напомним, что к уравнению-следствию приводят, напри­
мер, следующие преобразования: замена суммы (разности) лога­
рифмов логарифмом произведения (частного); умножение обеих 
частей уравнения на выражение с неизвестным; возведение обе­
их частей уравнения в чётную степень. При всех этих преобра­
зованиях происходит расширение области определения как пре­
образуемого уравнения, так и всей системы, в которую входит 
уравнение.

Решение систем уравнений, в которых в неявном виде 
осуществлялся переход к системе-следствию, рассматривался 
в учебнике 10 класса: задачи 7 и 10 из § 5 главы VII, задача 9 
из § 5 главы V. Решим ещё несколько систем уравнений, при­
менив переход к системе-следствию.

Задача 5. Решить систему уравнений
5х + 2у = 100,
Igx - 1g г/ = lg8 - lg5.
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[> Заменим систему её следствием (применив свойство разности 
логарифмов с одинаковыми основаниями):

5х + 2у = 100,
- = 1,6.
У

Из второго уравнения системы получаем х = 1,6у. Подставив 
это выражение вместо х в первое уравнение системы, получим 
8у + 2у = 100, откуда у = 10, тогда х=16. Найденные значения 
х и у, как показывает проверка, являются решением исходной 
системы.

Ответ. (16; 10). ◄
ГУ1 Задача 6. Решить систему уравнений 

“ 2У = Зг/ - х, 
— г/2 + х3 = 2х + 1.

|> Возводя в квадрат обе части первого уравнения, получаем 
уравнение-следствие

х2 - 2у = 9г/2 - бху + х2, 
откуда у(9у - 6х + 2) = 0.

а) Если у = 0, то из второго уравнения системы следует, что 
х3 - 2х - 1 = 0, 

х3 + х2 - (х2 + х) - (х + 1) = 0, 
х2(х + 1) - х(х + 1) - (х + 1) = 0, 
(х + 1)(х2 - х - 1) = 0, откуда

1 1 + л/б 1-л/б
Xi = -1, *2= 2 > Х3 = —•

fl — \/5Пары чисел (—1; 0) и ---- — ;0 — решения системы, а
Г1 “Ь д/б 1 + д/й
—-—, — постороннее решение, так как при х =—пра­

вая часть первого уравнения отрицательна. 
2 2б) Если 9у - 6х + 2 = 0, то у = —х - — и из второго уравнения 

следует, что —| —х2 - — х + — | + х3 = 2х + 1 или х3 + 9х2 - 8х = 0, 
4 U 27 81)

/ 2 .л от л л ~ 9 + л/Из „ л/113-9х(х + 9х - 8) = 0, откуда х0 = 0, хг =-------------, х2 =----- ----- .
< 2 АПара чисел 0; — не удовлетворяет первому уравнению 

системы.
Если х = хг, то Зуг -х1 = х1--<0и (хг; yj — постороннее 

„ 2 V113-9 2решение, а если х = х2, то Зу2 - х2 = х2 - - =--------------— > 0, так
как 1017 > 961. Следовательно, (х2; у2) — решение системы.

о г 1. m Г>/ИЗ-9. Зл/113-29^ . ___
Ответ. (-1; 0), ,0 , ------ ---- ,-------- ------  . ◄

\ J \ J
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Задача 7. Решить систему уравнений

^25 - х2 - ^25 - у2 = 1,

^25 - х2 + ^25 - у2 = у2- 2х2 + 2х + 3.
О Перемножая почленно уравнения исходной системы, получаем 

у2 - х2 = у2 - 2х2 + 2х + 3 или х2 - 2х - 3 = 0.
Это уравнение, имеющее корни xt = 3 и х2 = — 1, является 

следствием системы.
Если х = хк = 3, то из первого уравнения системы получаем 

^25 - у2 = 3 или 25 - у2 = 9, у = ±4. Найденные пары чисел (3; 4) 
и (3; -4) удовлетворяют второму уравнению системы.

Если х = — 1, то из первого уравнения системы находим 
^25-у2 = >/24-1, ^25 - I/2 = 2д/б - 1, 25 - у2 = 25 - 4>/б, г/2 = 4>/б, 

£/ = ±2^6.
Обе пары чисел (~1;2>/б) и (-1;-2д/б) удовлетворяют вто­

рому уравнению системы.
Ответ. (3; 4), (3; -4), (-1; 2^/б), (-1;-2^б). ◄
Вместо перехода к системе, являющейся следствием исход­

ной системы уравнений (и выполнения последующей проверки 
полученных решений), можно совершать равносильные 
преобразования на области определения си­
стемы (и найденные решения проверять на принадлежность 
области определения).

Задача 8. Решить систему уравнений
log2x + 1(4x2 - у2 + 8х - бу - 4) = 2,
1оёу + 2(У2 + 6z/ - х + 14) = 2.

> Область определения системы находим из условий
х>-|, х^О, у>-2, у^-1. (1)

На области определения исходная система равносильна 
каждой из следующих систем:

J4х2 - у2 +8х - бу - 4 = 4х2 + 4х + 1,
[у2 + бу - х + 14 = у2 + 4г/ + 4,

Г г/2 + бу = 4х - 5, 
[х = 2у + 10, 

откуда у2 - 2у - 35 = 0, уг = -5, у2 = 7.
Если у = -5, то не выполняются условия (1), а если у = 7, 

то х = 24. Пара чисел х = 24, у = 7 удовлетворяет условиям (1), 
и поэтому (24; 7) — решение исходной системы.

Ответ. (24; 7). ◄
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При решении систем уравнений нередко используется 
метод введения новых неизвестных. В учебнике 
10 класса с его помощью решены, например, задача 2 из § 4 
главы VI, задача 2 из § 6 главы IX.

Среди систем уравнений, решаемых с помощью введения 
новых неизвестных, особое место занимают так называемые од­
нородные системы и симметрические системы.

Система вида
а}х2 + Ьрсу + сгу2 = , 
а2х2 + b2xy + с2у2 = d2

называется однородной системой уравнений второй степени. Ре­
шение такой системы обычно сводится к решению квадратного 

х иуравнения относительно — или —.
У х

Задача 9. Решить однородную систему уравнений
^2х2 + Зху + у2 = 3, 
[х2 + 2ху - 5у2 = -5.

[> I способ. Сведём эту систему к системе того же вида, у ко­
торой одно из чисел dr, d2 равно нулю. Умножим первое уравне­
ние на 5, а второе на 3 и сложим полученные уравнения.

В результате придём к уравнению
13х2 + 21ху - Юу2 = 0, 

которое вместе с первым уравнением образует систему, равно­
сильную данной. Заметим, что пара чисел (0; 0) не является 
решением исходной системы. Разделим обе части последнего 
уравнения на у2 + 0. Поэтому последнее уравнение равносильно 
уравнению 2

isf+ 21—-10 = 0, 
\у) у

О 5
откуда х = -2у, х= — у.

Если х = ~2у, то из первого уравнения исходной системы 
получаем у2 = 1, откуда у} = 1, у2 = -1 и, следовательно, х} = -2, 
х2 = 2.

Л 5 2 169 , 13Аналогично если х= —у, то у =-----, у = +—----- .
13 138 7138

гл г о го п ^57138.137138^1 ( 57138. 13713ЁП 
Ответ. (-2; 1), (2; -1), —----- ;—- ----- , —------ ;------ ------ .

< 138 138 ) < 138 138 )

II способ. Разделим первое уравнение данной системы на 
второе, а затем разделим числитель и знаменатель в левой ча­
сти полученного уравнения на у2. В результате придём к урав­
нению
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3
5’

которое можно записать в виде 13?2 + 21i - 10 = О,

Корнями этого уравнения являются = —2, t2 = — .

где t= - . 
У

Возвраща­

ясь к исходным неизвестным, получаем те же решения, что и 
в первом способе. ◄

Система уравнений вида
/(х, у) = 0,
g(x,y) = 0,

где f(x, у) и g(x, у) — многочлены, которые не меняются при за­
мене х на у, а у на х, называется симметрической. Простейшей 
системой этого вида является система

х + у = а, 
ху = Ъ.

При решении симметрических систем вводятся новые неиз­
вестные и и v по формулам

и = х + у, v = ху.
При этом полезными могут оказаться следующие формулы 

для сумм степеней х и у.
х2 + у2 = и2 - 2v,
х3 + у3 = и3 - 3uv,

х4 + г/4 = и4 - 4п2п + 2и2.

Задача 10. Решить систему уравнений 
х4 + х2у2 + у4 = 91, 

[х2 - ху + у2 = 7.

> Это симметрическая система. Полагая х + у = и, ху = v и ис­
пользуя формулы для х2 + у2 и х4 + у4, запишем систему в виде 

и4 - 4u2v + Зи2 = 91, 
и2 = 7 + Зг.

Исключая из этой системы и2, получаем
(7 + Зп)2 - 4(7 + 3v)v + Зо2 = 91

или 14п = 42, откуда v = 3, и2 = 16. Следовательно, исходная си­
стема равносильна совокупности двух систем:

x + z/ = 4, Jx + z/ = -4, 
ху = 3; [xz/ = 3.

Ответ. (1; 3), (3; 1), (-1; -3), (-3; -1). ◄
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Решим ещё несколько систем уравнений методом введения 
новых неизвестных.

Задача 11. Решить систему уравнений

, x2Jy +1 о 
. 1о£2—-----= 2,
log2x • log2(z/ + 1) = 2.

|> Область определения системы уравнений описывается усло­
виями х > 0, у>-1. На области определения исходная система 
равносильна следующей системе:

21og2x + |log2(i/ + l) = 3, 

log2x • log2(i/+ 1) = 2.

Пусть log2x = и, log2(t/ + 1) = v, тогда систему (1) можно за­
писать в виде

2и + -и = 3, (2)
uv = 2.

Выражение v = 6 — 4u, полученное из первого уравнения си­
стемы (2), подставим во второе уравнение. Решим полученное 

уравнение н(6 - 4д) = 2: 2и2 - Зи + 1 = 0, откуда иг = 1, и2 = — .
Zu

Найдём соответствующие значения v: = 2, v2 = 4. Возвраща­
емся к исходным неизвестным:

l)|log2x = l, 2) log2x = |,

+ 1) — 2; log2(i/+ 1) = 4.

Найденные после решения систем пары чисел (2; 3) и 
(л/2;1б) являются решениями исходной системы.

Ответ. (2; 3), (л/2;1б). ◄

Задача 12. Решить систему уравнений

(2ху + 6х - у - 7 = О, 
|^2х — 1 + + 3 — 3 = 0.

> Запишем первое уравнение системы в виде 2ху + 6x-z/-3-4 = 
= 0, откуда 2х(у + 3) - (у + 3) - 4 = 0 или (у + 3)(2х - 1) - 4 = 0. 
Введём обозначения v = ^2х - 1 и и = ^у + 3- Очевидно, что v > 0 
и и > 0.

При этих условиях заданную систему можно относительно 
новых неизвестных записать в виде

|н2г>2 -4 = 0,
I и + п - 3 = 0.
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Эта система равносильна совокупности двух систем:

uo = 2, \uv = - 2, И s
p = 3- i/ о = 3- и.

Решая первую систему способом подстановки, получаем 
и} = 2, ох = 1 и и2 = 1, о2 = 2. Возвращаясь к исходным неизвест- 

5
ным, получаем хг = 1, yr = 1; х2 = - , у2 = -2.

2
Вторая система не имеет решений, удовлетворяющих усло­

виям о > 0 и и > 0.
Ответ. (1; 1), 2\

Задача 13. Решить систему уравнений 
cos2x + 3sinxsiny = О, 
21cos2x - cos2y = 10.

О Преобразуем тригонометрические выражения, входящие 
в уравнения системы таким образом, чтобы в них фигурировали 
только синусы углов:

11 - sin2x + 3sinxsiny = О, 
[21(1 - 2sin2x) - (1 - 2sin2//) = 10.

Введём новые неизвестные и = sinx и v = siny. Система при­
мет вид г „

11 - и2 + 3uv = О, 
[21(1 - 2u2) - (1 - 2п2) = 10.

Эта система равносильна следующей: 
(Зии = и2 - 1, 

[21u2-v2 = 5.
Из первого уравнения системы очевидно, что и 0.
и 1/2-1
Выражение v =------- , полученное из первого уравнения,

Зи
подставим во второе уравнение системы и получим биквадрат­
ное уравнение 188//4 - 43п2 -1 = 0, корнями которого являются

1-1
, 1 „ 1 41 1 1и = ± — . Если и = — , то v = —-----= —; если и = —, то v = —.

2 2 3 2 2 2
2

Вернёмся к исходным неизвестным:

sinx = —,
2

1sin у =----,у 2’

откуда <
х = (-1)"— + лп, n^Z, 

6
y = (-l)k+1* + nk,k€Z;

6
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1 sinx = —, 
2)< 2 откуда ■

sinz/ = —,1 у 2

х = (-1)п + 1- + тт,пег
6

у = (-lf^ + Tik,keZ.
6

Ответ. f(-l)"- + 7m;(-l)fe + 1- + nk\ neZ,ktZ; 
к 6 6 J

\ / \7i +1 71 . , / \k 71 7 ।(—1) — + TITI, (—1) — + nk ,
\ 6 6 J

n^Z, k^Z.

Задача 14. Решить систему уравнений

logx(z/ + 1) = 41ogx + 2A/z/-1, 
f J] 

log г(х + 2) = logd —- .
I k^ + 1J

l> Область определения системы:
х > 0, z/>l, х^1, у^2.

Полагая и = logx(z/ +1), v = log г(х + 2) и используя свой­
ства логарифмов, преобразуем уравнения системы:

u = 21ogx + 2(z/-l), и = -------- 2 , и = -,
logy_1(x + 2) v

v = 3 - logx(z/ + 1), v = 3 - и.
Получим систему

fu + v = 3, 
\uv = 2,

которая имеет два решения: (1; 2) и (2; 1).
а) Если и = 1, v = 2, то logx(z/ + 1) = 1, log;/_г(х + 2) = 2, откуда 

J1/ + 1 = X, 
[х + 2 = (г/- I)2.

Исключая из этой системы х, получаем (у - I)2 = у + 3 или 
2 о О Л з ± л/17 5±V17

у - 3z/ - 2 = О, откуда у =---- ----- , х =---- ----- .

С учётом области определения системы находим решение 
f5 + V17. З + л/17^
I 2 2 )'

б) Если и = 2, v = 1, то logx(y + 1) = 2, logy_1(x + 2) = 1, откуда 

fz/ + 1 = X2, 
[х + 2 = у -1.

В этом случае х2 = х + 4 или х2 - х - 4 = 0, откуда
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С учётом области определения находим решение
Г1 + л/17 7 + л/17^
I 2 ’ 2 /

При решении систем уравнений, так же как и при решении 
уравнений, применяется функционально-графический 
метод. С использованием свойств функций и (или) графиков 
функций (или графиков уравнений) будут решены следующие 
задачи. В задаче 15 исследование свойств функции будет про­
ведено с помощью производной.

Задача 15. Решить систему уравнений 
х + z/4 - 2у2 = 1пх, 
2arctgx + arcsinz/ = 0.

О Первое уравнение системы запишем в виде х — 1пх = 2у2 — г/4. 
Правую часть этого уравнения преобразуем к виду 1 - (у2 - I)2, 
после чего исследуем функцию Дх) = х-1пх. Её производная 

f'(x)=l- — , откуда следует, что функция Дх) убывает на про- х
межутке (0; 1], возрастает на промежутке [1; +оо), и поэтому 
Дх) > Д1) при х > 0, причём равенство Дх) = х — Inx = 1 достига­
ется только при х= 1.

Из первого уравнения системы следует, что
Дх) = х - Inx = 1 - (у2 - I)2 < 1,

причём равенство 1 - (у2 - I)2 = 1 имеет место только в случае, 
когда у2 = 1, т. е. при у = 1 и z/ = —1. Таким образом, первому 
уравнению системы удовлетворяют две пары чисел (1; 1) и (1; -1), 
из которых только вторая пара чисел удовлетворяет второму 
уравнению системы.

Итак, система имеет единственное решение (1; -1).
Ответ. (1; -1). ◄
Решение системы уравнений с двумя неизвестными 

[Е(х; у) = 0, 
]G(x;y) = 0

(1)
(2)

можно истолковать как отыскание координат точек пересечения 
линий Г\ и Г2, заданных уравнениями (1) и (2) соответственно.

Построив эти линии в одной системе координат и найдя ко­
ординаты точек пересечения линий Гг и Г2, можно найти при­
ближённые решения системы.

Задача 16. Решить систему уравнений 

х2 + у2 - 4х + бу = 13, 
ху + Зх - 2у = 11.
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[> 1) Первое уравнение системы, записанное в виде 
(х - 2)2 + (у + З)2 = 26,

задаёт окружность радиуса ^26 с центром (2; -3) (рис. 125). 
Второе уравнение системы, записанное в виде

11-Зх 3(х-2)-5 о,5У =------ откуда у =—*------------ £— или г/= — 3 Ч-------
х - 2 х — 2 х-2

задаёт гиперболу. Окружность и гипербола, изображённые на 
рисунке 125, имеют четыре общие точки А(1; -8), В(-3; -4), 
С(3; 2), Z>(7; -2). В целочисленности значений координат этих то­
чек убеждаемся подстановкой их значений в исходную систему.

Следовательно, данная система уравнений имеет четыре ре­
шения (1; -8), (-3; -4), (3; 2), (7; -2).

Замечание. Для аналитического решения системы приба­
вим к первому уравнению удвоенное второе, получим уравнение 
(х + у)2 + 2(х + у) - 35 = 0, откуда следует, что либо х + у = 5, либо 
х + у = -7. Исключив из системы одно из неизвестных, получим 
квадратное уравнение относительно другого неизвестного. ◄

Задача 17. Решить систему уравнений
[х2 - 2х - у + 1 = О, 
[х2 + у2 + 2х - бу + 5 = 0.

> Первое уравнение системы, записанное в виде у = (х - I)2, за­
даёт параболу. Второе уравнение системы, записанное в виде 
(х + I)2 + (у - З)2 = 5, задаёт окружность радиуса д/б с центром 
(-1; 3).

Окружность и парабола, изображённые на рисунке 126, 
имеют две общие точки А(0; 1) и В(х2; у2), где х2 ~ —1,3, у2 ~ 5,3. 
Проверка показывает, что хх = 0, уА = 1 — точные значения ре­
шения исходной системы. Значения х2 и у2 указаны с точностью 
до 0,1.

Ответ. х1 = 0, у± = 1; х2~-1,3, у2 ~ 5,3. ◄
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§ 5. Изображение на координатной плоскости 
решений неравенств и систем неравенств 
с двумя неизвестными

1. Линейные неравенства с двумя неизвестными 
и их системы

В § 4 главы I учебника 10 класса рассматривались реше­
ния линейных неравенств и систем линейных неравенств с дву­
мя неизвестными: после построения в одной системе координат 
графиков соответствующих линейных функций множество точек 
плоскости (х; у), являющихся решениями неравенства (или си­
стемы неравенств), выделялось штриховкой.

Задача 1. Изобразить на координатной плоскости множе­
ство решений системы неравенств

Г2х + у < 3,
[Зх - 2у < 6.

> Преобразуем систему к виду
у < 3 - 2х, 

у —х - 3.
2

В одной системе координат 
(рис. 127) строим графики функ­
ций у = 3 - 2х (пунктирной лини- 

з
ей) и у = — х - 3 (сплошной лини- Zu
ей). Решения неравенства у < 3 - 2х 
изображаются точками плоскости, 
расположенными ниже прямой 
у = 3 — 2х. Решения неравенства 
у>^х-3 изображаются точками 

плоскости, лежащими на соответ­
ствующей прямой и выше её. Ре­
шения этих неравенств выделяем 
штриховкой соответствующей части 
плоскости. Часть плоскости, на ко­

Рис. 127

торой штриховки пересекаются, иллюстрирует множество пар 
чисел (х; у), являющихся решениями исходной системы. Ч

2. Нелинейные неравенства
Если А(а; Ь) — точка координатной плоскости, R > 0, то 

неравенству
(х - а)2 + (у ~ b)2 < R2 

удовлетворяют все те точки, которые находятся от точки А 
на расстоянии, меньшем R, т. е. все точки (и только они),
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расположенные внутри окружности С радиуса R с центром 
в точке А(а; &).

Аналогично множество решений неравенства
(х - а)2 + (у- b)2 > R2

есть множество точек, лежащих вне окружности С.

Задача 2. Найти множество точек координатной плоскости, 
удовлетворяющих неравенству:

1) 2х2 + 2г/2 - 2х + 6г/ - 13 < 0;
2) 9х2 + 9г/2 + 6х - 12г/ - 76 > 0.

> 1) Преобразуем неравенство, выделяя полные квадраты:

2 Г х2 - х + i | + 2[ у2 + Зг/ + | - 13 - 5 < 0,

Множество решений этого неравенства — множество точек, 

лежащих внутри окружности радиуса 3 с центром 1. 3
2’ 2

2) 9х2 + 9г/2 + 6х - 12г/ - 76 = 9| х2 + -|х + i | + 9| у2 - ^г/ + 
3 92 2

- 5 - 76 > 0,

Искомое множество решений неравенства — множество то-
Q ( 1.2^чек, лежащих на окружности радиуса 3 с центром II и вне 

этой окружности. ◄

Задача 3. Найти множество точек координатной плоскости, 
удовлетворяющих неравенству:

1) |х| + |г/|>3;
2) х2 + у2 < 4|х|;

3)
х-25 1

х2 + у2 - 625 > 26

> 1) Пусть х > 0, г/ > 0, тогда нера­
венство примет вид х + г/ > 3, отку­
да г/ > 3 - х.

Этому неравенству удовлет­
воряют точки первого квадранта, 
лежащие выше прямой х + у = 3 
(рис. 128) и на этой прямой (вне тре­
угольника АОВ, где А(3; 0), В(0; 3)).

Аналогично получаем во вто­
ром, третьем и четвёртом ква­
дрантах точки (удовлетворяющие
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исходному неравенству): выше прямой ВС, ниже прямой CD и 
ниже прямой AD соответственно, а также точки отрезков ВС, CD 
и AD. Таким образом, множество решений исходного неравен­
ства — множество точек, лежащих на сторонах квадрата ABCD 
и вне этого квадрата.

2) Если х > О, то неравенство можно записать в виде 
(х - 2)2 + у2 < 4.

Полученному неравенству удовлетворяют точки множества 
Ех, лежащие на окружности радиуса 2 с центром (2; 0) и точки 
круга, ограниченного этой окружностью.

Аналогично если х < 0, то исходное неравенство можно за­
писать в виде

(х + 2)2 + у2 < 4,
а множество Е2 решений этого неравенства — множество точек, 
лежащих на окружности радиуса 2 с центром (—2; 0) и точки 
круга, ограниченного этой окружностью. Следовательно, множе­
ство Е решений исходного неравенства — объединение множеств 
Ег и Е2, т. е. Е = Ех U Е2.

3) Данное неравенство, равносильное неравенству
(х -13)2 + у2 - 144 Q

х2 + у2 - 625

является верным в тех и только в тех точках плоскости Оху, 
которые лежат вне круга радиуса 12 с центром (13; 0), но при­
надлежащие кругу радиуса 25 с центром в точке О (точки окруж­
ностей, ограничивающих круги, не принадлежат множеству решений 
неравенства). ◄

М 3. Системы нелинейных неравенств
Задача 4. Решить систему неравенств

/х2 + 9у2 - 18у < 0, 
[2х + 3 - 2ху < 0.

> Складывая первое неравенство со вторым, умноженным на 3, 
находим

х2 - бху + 9у2 + 6(х - Зу) + 9 < 0, или ((х - Зу) + З)2 < 0, 
откуда х - Зу + 3 = 0. Подставляя х = Зу - 3 в исходную систему, 
получаем систему неравенств

/9у2 - 18у + 9 + 9у2 - 18у < 0, 
[бу - 6 + 3 - 2(3у - 3)у < 0,

которую можно записать в виде

f2y2-4y + l<0,
[2у2-4у + 1>0,
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откуда следует, что 2у2 — 4у + 1 = 0. Решив систему уравнений 
Гх = Зу - 3,
\2у2 - 4г/ + 1 = О,

найдём два её решения, которые являются решениями исходной 
системы неравенств.

Ответ. /х’ + /х ’ /х’ /х f ◄

Задача 5. Найти все такие пары целых чисел х, у, которые 
удовлетворяют системе неравенств

г/-|х2-2х| + |>0,

у + |х -1| < 2.
[> Запишем данную систему так:

у > |х2 - 2х| - |, (1)

г/<2-|х-1|. (2)
Так как |х2 - 2х| > 0, |х — 11 > 0, то из неравенств полученной 

системы следует, что
-|<У<2. (3)

Целыми числами, удовлетворяющими неравенству (3), яв­
ляются лишь 0 и 1, поэтому система неравенств (1) и (2) может 
иметь целые решения только при у = 0 и у= 1.

1) Если у = 0, то система неравенств (1), (2) примет вид

< l^2 “ 2Х1 < 2’ 

|х-1|<2.
Второму из этих неравенств удовлетворяют целые числа 0, 1 

и 2. Проверка показывает, что первому неравенству удовлетворя­
ют лишь 0 и 2. Следовательно, пары чисел х1 = 0, уг = 0 и х2 = 2, 
у2 = 0 образуют решения исходной системы неравенств.

2) Если у = 1, то система неравенств (1), (2) приводится 
КВИДУ ||х2-2х|<|,

|х - 1| < 1.
Второму неравенству этой системы удовлетворяет единствен­

ное целое число х= 1, которое является также и решением пер­
вого неравенства.

Ответ. хг = 0, г/х = 0; х2 = 2, г/2 = 0; х3=1, г/3=1. ◄

Задача 6. Изобразить на координатной плоскости Оху фи­
гуру Ф, заданную системой неравенств, и найти площадь S этой 
фигуры: Го, (22.

1) J х2 + г/2 < 4, 2) 1х +у <4, 
[х + у>2; |(х - I)2 + у2 > 1.
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> 1) Неравенство х2 + у2 < 4 задаёт множество точек, лежащих 
внутри окружности с центром в начале координат и радиу­
сом 2, а неравенство х + у > 2 — множество точек, расположен­
ных выше прямой х + у = 2. Эта прямая пересекает окружность 
в точках А(-2; 0) и В(0; 2), а фи­
гура Ф представляет собой сегмент 
(рис. 129). Искомая площадь S рав­
на разности площадей четверти кру­
га (SJ и треугольника AOB (S2).

Так как 8ц = л, S2 = 2, то 
S = n-2.

2) Фигура Ф — это множе­
ство точек, принадлежащих кругу 
с центром в точке 0(0; 0) и радиу­
сом 2, но вне круга с центром в точ­
ке (1; 0) и радиусом 1 (рис. 130). 
Значит, площадь фигуры Ф равна 
S = 4л - л = Зл.

Ответ. 1) S = л - 2; 2) S = Зл. ◄
Задача 7. Дана система неравенств 

|x| + |z/|<2,
' х2 + у2 > 4(х + у - 1), 
(у - Зх - 2)(3г/ - х + 2) < 0.

Найти площадь фигуры, координаты точек которой удовлет­
воряют:

а) первому неравенству системы;
б) первым двум неравенствам системы;
в) всем трём неравенствам системы.

О а) Первому неравенству (см. решение аналогичной задачи 3(1)) 
удовлетворяют точки, лежащие в квадрате (рис. 131) с вершинами 
А(-2; 0), В(0; 2), С(2; 0), 0(0; -2). Площадь этого квадрата = 8.

б) Второму неравенству, которое можно записать в виде 
(х - 2)2 + (у - 2)2 > 4,

удовлетворяют точки, лежащие вне круга радиуса 2 с центром 
в точке 0(2; 2) и точки окружности, его ограничивающей.

Ук

302 Глава VIII

Рис. 130

Повторение курса алгебры и начал математического анализа



Площадь закрашенного на рисунке 131 сегмента равна л - 2, 
а площадь фигуры, координаты точек которой удовлетворяют 
первым двум неравенствам, равна S2 = 8 - (л - 2) = 10 - л.

в) Прямые у - Зх - 2 = 0 и 3// - х + 2 = 0 пересекаются в точ­
ке .F(-l; -1) и проходят соответственно через точки В и С.

Третьему неравенству удовлетворяют точки двух вертикаль­
ных углов с вершиной F, один из этих углов — угол, образу­
емый лучами FB и FC и содержащий точку О (см. рис. 131).

Пусть S3 — площадь фигуры, координаты точек которой 
удовлетворяют всем трём неравенствам системы, S4 — сум­

ма площадей треугольников ABF и CDF. Тогда <S4 = S1 = 4, 
S3 = S2 - S4 = 6 - л.

Ответ, а) 8; б) 10 - л; в) 6 - л. Ч 

йй Задача 8. Найти площадь фигуры Ф, которая задаётся на 
координатной плоскости системой неравенств

x2 + z/2>10,
< Зх2-4х-32<0,
(Зх - 2у)(3у - х + 10) > 0.

t> Первое неравенство системы определяет множество точек, ле­
жащих вне и на границе круга с центром в точке 0(0; 0) и ра­
диусом J10 (рис. 132).

Решив второе неравенство, получим - — < х < 4. Поэто-О
му второе неравенство системы задаёт вертикальную полосу,
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лежащую между прямыми х = — — и х = 4 (включая и точки этих 
прямых).

Наконец, третьему неравенству системы удовлетворяют точ­
ки множества М, которое состоит из двух острых вертикаль­
ных углов, образованных прямыми Зх — 2у = О и Зу — х + 10 = 0 
(включая и точки этих прямых), так как в точке (4; 0), при­
надлежащей множеству М, левая часть этого неравенства по­
ложительна. Множество М можно увидеть на рисунке 132, где 
указанные прямые обозначены 1г и 12.

_ , 8 .Прямая пересекается с прямыми х = — — их = 4в точках 
Z X О

। 8 1
А —"Л»-4 и В(4; 6), а прямая 12 пересекается с теми же прямы- 

ми в точках Z)l ——;—— I и С(4; -2). Далее, прямая Z2 касается 

окружности х2 + у2 = 10, так как система уравнений

Гх2 + z/2 = 10,
[Зу - х + 10 = 0

имеет единственное решение (1; -3); наконец, прямая 1г прохо­
дит через центр этой окружности.

Итак, фигура Ф — это трапеция ABCD, из которой удалён 
полукруг радиуса 710 с центром в точке О. Искомая площадь 

(AD + BC)h к лп 2 DA1 Q , 20
2 м 9 3

гл 740 кОтвет. —— — 5л. •< ЛЛ

§ 6. Подходы к решению задач с параметрами
Уравнение вида Дх, а) = 0, которое нужно решить относи­

тельно х и в котором буквой а обозначено произвольное («вре­
менно неизвестное») действительное число, называют уравнени­
ем с одним параметром.

В курсах математики, физики, в технике рассматриваются 
задачи (уравнения, неравенства, системы) с любым числом не­
известных и параметров. Уравнение с двумя параметрами вы 
рассматривали в 7 классе при изучении линейных уравнений 
(ах = Ъ); в 8 классе исследовали решение квадратного уравне­
ния ах2 + Ъх + с = 0, являющегося уравнением с тремя параме­
трами.

В учебнике 10 класса рассматривались несложные задачи 
с параметрами. Например, задачи 3 и 4 из § 2, задача 5 из § 6 
главы I; задача 11 из § 2 главы VI.

В этом параграфе вы познакомитесь с особенностями и не­
которыми методами решения задач с одним параметром.
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Уравнения с требованием «Решить для всех значений пара­
метра» решаются непросто из-за того, что при одних значениях 
параметра уравнения не имеют корней, при других имеют их 
бесконечно много, при некоторых имеют конкретные значения 
корней (числовые или выраженные через параметры). Например, 

3 
уравнение ах = 3 при а 0 имеет один корень х = —, при а = О 

а
это уравнение имеет вид 0 • х = 3 и, очевидно, не имеет корней. 
Неравенства с параметрами также относятся в школьной про­
грамме к непростым задачам.

При решении уравнения (неравенства) с параметром следует 
искать его корни (решения) для каждого допустимого значения 
параметра и подробно перечислять найденные корни (решения) 
в ответе. При решении уравнения (неравенства) с параметром 
нередко прежде всего находят (если они имеются) граничные 
значения параметра — значения, при которых и (или) при 
переходе через которые решения уравнения (неравенства) раз­
ветвляются. Например, для уравнения (k + 1)х = 0 граничным 
значением параметра является k = -1, так как при k = -1 корнем 
уравнения является любое число, а при k — 1 уравнение имеет 
единственный корень.

Для неравенства (т - 2)х < т граничным значением параме­
тра т является число 2, так как при т = 2 решением неравен­
ства является любое действительное число, при т > 2 решения- 

. т „ . тми являются все х ч -------  , а при т < 2 — все х ------- .т - 2 т - 2
Задача 1. Решить уравнение а(а - 4)х = а относительно х.
Граничные значения параметра: а = 0 и а = 4.

t> 1) Если а = 0, то уравнение принимает вид 0 • х = 0 и любое 
число является его корнем.

2) Если а = 4, то полученное уравнение 0 • х = 4 не имеет 
корней.

3) При а 0 и а 4 уравнение имеет единственный корень 
1

х = ----- - .а - 4
Ответ. Если а = 0, то х — любое число; если а = 4, то урав­

нение не имеет корней; если а 0 и а 4, то — а — 4

Кй Задача 2. Решить относительно х уравнение

х - 2
> Область определения уравнения: х 2.

Умножив обе части уравнения на х — 2, получим 1 — 2тх = 
= тх - 5х - 2т + 10, откуда

(5 - Зт)х = 9 - 2т.
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т- 5Граничное значение параметра: т= -
3

5 171) При т = — уравнение (2) принимает вид 0 • х = — , оно 
3 3

не имеет корней. 
_ 5 9 - 2т

2) Для каждого т + - корень уравнения х = $ _ . Так как

х = 2 не входит в область определения уравнения (1), необходимо 
проверить', нет ли таких значений т, при которых найденное
значение х равно 2. Для этого решим уравнение |= 2. Име- 

— . Таким образом, при т = — 
4 4

ем 9 - 2т = 10 - 6т, 4m = 1, т =

получаем х = 2, значит, при

Ответ. Если т 5- или 
3

5 
ней; если т + — и

3

1— уравнение не имеет корней.

1—, то уравнение не имеет кор-

9 - 2т
5-3m ” Я

т =

т =

, 1 т + — , то
4

_ _ 2
,“'>^‘‘‘1 Задача 3. Решить уравнение 1 + loga(l - х) • logxa = --------
относительно X. °&ах

> Данное уравнение после использования формулы перехода ло­
гарифмов к основанию х равносильно каждой из систем:

а > 0, а > 0,
а +1,
0 < х < 1,

l + logx(l-x) = 21ogxn; [х(1-х) = а2.

Решая уравнение системы относительно х, получаем х12 =

при условии 1 — 4п2

условий системы — при

> 0, т. е. при | а|
1
2 ' I------- -

Ответ. Если 0 < а
1 „ а> — корней нет.

то х1>2 = ; при а <0 или

Задача 4. Решить уравнение (а - 1)х2 + 2(2а + 1)х + 4а +
+ 3 = 0.
О 1) При граничном значении параметра а = 1 уравнение прини­
мает вид линейного уравнения 6х +7 = 0, имеющего единствен- 

7ныи корень — — . о
2) Если а + 1, то имеет место квадратное уравнение, дискри­

минант которого D = 4(2а + I)2 - 4(а - 1)(4а + 3) = 4(5п + 4). Так 
как дискриминант зависит от а, появляется ещё одно граничное
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4
значение параметра а = - — (при котором D = 0) и решение урав- 5
нения ещё раз разветвляется:

а) если

б) если

4
5
4
5

(т. е.

(т. е.

D < 0), то уравнение не имеет корней;

при D = 0), то уравнение имеет един-

а

а = -
1 .
3 ’

ственный корень х = —
. 4в) если а > - — , 5 но а 1 (случай а = 1 рассмотрен в п. 1 ре­

шения), то уравнение имеет два корня х1>2 =
-2а - 1 ± Уба + 4

а-1

Ответ.
4а < - — , то 5

а > 1, то х

т-, 7 4Если а = 1, то х = - — ; если а = - — , 6 5
уравнение не имеет корней; если

-2а -1 ± Уба + 4

1то х = — ;
4 %

- — < а < 15

если

или

1,2 а-1

Задача 5. Решить относительно х уравнение
25х + я2(я - 1)5* - я5 = 0.
[> Пусть 5х = t (t > 0), тогда уравнение примет вид t2 + а\а - 1)7 - 
- я5 = 0, или 72 + (я3 - я2)7 - я3я2 = 0. Пользуясь теоремой, обрат­
ной теореме Виета, находим 7Х = я2, t2 = -я3. Так как 7^0, оче­
видно, что при я = 0 уравнение не имеет корней.

Если я > 0, то корень уравнения находим только из равен­
ства tr = а2, т. е. 5х = я2, откуда х = 1о£5я2 или х = 2 log5fl.

Если я < 0, то либо 5х = я2, либо 5х = - я3. Таким образом, 
х = 21og5(-fl) или х = 31og5(-fl).

Ответ. Если я = 0, то корней нет; если а > 0, то х = 21og5fl; 
если я < 0, то хг = 21og5(-fl), х2 = 31og5(-fl). ◄

Задача 6. Решить уравнение д/х2 - 1 + х = а.

[> Запишем уравнение в виде д/х2 — 1 = я — х и будем решать 
равносильную ему систему

Гя-х>0, Гя>х, ...
( 9 9 9 откуда < 9 (*)[х2 - 1 = я2 - 2ях + х2, [я2 - 2ях + 1 = 0.

Из уравнения системы (*) получаем 2ях = я2 + 1. Это урав-
нение при я = 0 не имеет корней, а при я^0 имеет один корень 

а2 +1 г-, - <х= ------- . Среди найденных х нужно выбрать те, которые удов-
2а 9

а +1 
летворяют неравенству системы я > х, т. е. неравенству я > •
Рассмотрим отдельно случаи я > 0 и я < 0:
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2)

О, 
д2 +1

2а

а < О,
> д2 + 1а >-------

2д

fa < О, 
[2а2 < а2 + 1

При остальных значениях параметра а система (*) не имеет 
решений, а значит, и исходное уравнение не имеет корней.

2 +1Ответ. Если — 1 < а < 0 или a > 1, то х = - ----- ; если а < -1,
2а

О < а < 1, то уравнение не имеет корней. Ч 1">^1
В задачах с параметрами вопросы и задания могут быть 

отличными от заданий вида «Решить уравнение (неравенство; 
систему)». Встречаются, например, задания такого типа: «При 
каких значениях параметра уравнение имеет ровно два корня?», 
«Найти значения параметра, при которых система уравнений не 
имеет решений», «Найти значения параметра, при которых все 
решения уравнения принадлежат отрезку [—2; 2]» и т. п. Такие 
задачи называют задачами с частными или с дополнительны­
ми условиями. Нередко они оказываются проще, чем аналогич­
ные задачи, но в которых требуется найти решения для каждого 
значения параметра.

Рассмотрим несколько задач с частными условиями, реша­
емых аналитическим методом (которым были решены 
и задачи 1—6).

Задача 7. При каких значениях т система уравнений 
Г2х + у = 4, 
\тх + Зу = 5 

не имеет решений?
> Выразим у из первого уравнения: у = 4 - 2х. Подставив это вы­
ражение вместо у во второе уравнение, получим тх + 3(4 - 2х) = 5, 
откуда (т — 6)х = -7. Это уравнение не имеет корней (а значит, и 
исходная система не имеет решений) только при т = 6.

Ответ. При т = 6. ◄

Задача 8. При каких значениях а любое число является ре­
шением неравенства loga(x2 + 4) > 1?
> Запишем неравенство в виде loga(x2 + 4) > logaa. Оно равно­
сильно (с учётом требования задачи) совокупности двух систем:

О < а < 1, (а > 1,
х2 + 4<а, и <х2 + 4>а, 
xER [х€/2.

Так как х2 + 4 > 4 (при любом х), то первая система не имеет 
решений, а вторая система имеет решения при 1 < а < 4.

Ответ. При 1 < а < 4. ◄
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Задача 9. Найти все значения параметра а, при которых 
не имеет действительных корней уравнение 2cos2х—4acosх+ 
+ а? + 2 = 0.
|> Воспользуемся тем, что cos2x = 2cos2x — 1. Запишем уравне­
ние в виде

2(2cos2x — 1) - 4acosx + а2 + 2 = 0, 
откуда 4cos2x - 4acosx + а2 = 0 или (2cosx - а)2 = 0. Последнее

равенство выполняется, когда cosx=—. Это уравнение (а зна­

чит, и исходное) не имеет корней, если т. е. при |а| > 2.
Ответ, а <-2 и а> 2. ◄ 1У1

Задача 10. При каких значениях параметра а, принадле­

жащих интервалу I 2’ 2J , имеет корни уравнение

^2sin(x - п) + л/з = cos 6х - 1?

> На области определения уравнения левая его часть принимает 
неотрицательные значения, а правая — неположительные. Это 
возможно, когда обе они равны нулю. Таким образом, исходное 
уравнение равносильно каждой из следующих систем:

2sin(x - а) + л/з = 0, 
cos6x -1 = 0;

а - х = (-1)”— + тт, ne Z,
3 откуда а = —(m + (-l)n + Зд), m G Z, п € Z.

x = —,meZ, 3
3 

Условию |— j 
I 2 2/

удовлетворяют лишь следующие зна-

чения а: - ; 0; - .
3 ’3

Ответ. = а2 = 0, а3 = ◄
О о

Задача 11. Найти значения а, при которых уравнение 
(2х - a)log2(x - 3) = 0 имеет единственный корень.
[> При любом а корнем уравнения является х = 4, так как 
(8 - a)log2(4 - 3) = 0. Кроме х = 4, уравнение имеет корни (ко­
рень), если
Г [г=“

2х - а = 0, I 2 ’
<х-3>0, т.е.когда |х>3,
х^4, |^х^4.

Таким образом, исходное уравнение имеет второй корень 
ах = — , если:
&
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->3, Г . д2 а>6,< т. е. если <
£^4 [а ^8.
2

Значит, при а < 6 и а = 8 уравнение имеет единственный 
корень х = 4.

Ответ. При а<6иа = 8. ◄
2 9

Задача 12. При каких значениях а уравнение —х-7— = 
= 0 имеет единственный корень?
> Данное уравнение равносильно системе 

[х2 - ах + 9 = О, 
| х * 7.

Условия этой системы выполняются в следующих двух слу­
чаях:

1) Если квадратное уравнение системы имеет один корень, 
отличный от 7. Уравнение имеет один корень, если D = а2 — 
- 36 = 0. Отсюда а = ±6. Корень уравнения при а = 6 принимает 
значение —3, а при а = —6 — значение 3. Оба числа отличны от 7.

2) Если квадратное уравнение системы имеет два различ­
ных корня, но один из них равен 7, то исходное уравнение бу­
дет иметь один корень. Если х = 7, то 49 - 7а + 9 = 0, откуда а = 

58= — . Убеждаемся в том, что при этом значении а второй корень 
58уравнения х2 —— х + 9 отличен от 7.

58Ответ. При а = ±6 и а = — . Ч

Задача 13. Найти все действительные значения а, при ко­
торых уравнение sin2x - 3sinx + а = 0 имеет корни.
> Пусть sinx = i, при этом |t|< 1. Тогда уравнение примет вид 
квадратного относительно £: t2 - St + а = 0. Это уравнение имеет 

g 
следующие корни (при условии, что D = 9 — 4а > 0, т. е. при а < —):

3 ± J9 - 4а тт 3 + ^9-4а 3 V9 “ 4а 3
*1,2= ----- ’ И3 ЭТИХ к°Рнеи *1 =------- 2-------= 2 +----- 2---- ^2

не удовлетворяет условию |t| < 1. Выясним, при каких а выполняет- 
3 - J9 - 4а I--------

ся условие -1 С t2 < 1, т. е. -1<------ -------  < 1: -2 < 3 - ^9 - 4а < 2,
1 < 79“4а < 5’ 1 < 9 - 4а < 25, - 16 < 4а < 8, -4 < а < 2.

Ответ. -4 < а < 2. ◄
г. ч „ х - 2а + 1
Задача 14. При каких значениях а неравенство 2Х + а - 4 > 

выполняется при всех значениях х, принадлежащих отрезку 
[-1; 1]?
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[> Неравенство верно в двух случаях:

х - 2а +1 >>0, х :>2а-1,
1)< 2х + а - 4 :> откуда ■ х:>2-—;

2

х - 2а + 1 < 0, х <i 2а-1,
2)<

2х + а - 4 < 0 откуда х <с2--.
1 2

Решениями первой системы являются х > f(a), где /(а) — 
большее из чисел 2а — 1 и 2 — . Решениями второй системы

CL являются х < g(a), где g(a) — меньшее из чисел 2а - 1 и а - —. 
Поэтому все значения х из отрезка [—1; 1] будут решениями пер­
вой системы, если левый конец отрезка х = -1 будет решением

-1
этой системы, т. е.

не имеет решений,

если J
> 2а -1,

>2--, 
2

откуда
а < О, 
а > 6. Эта система

т. е. искомых а нет.
Все х из отрезка [-1; 1] будут решениями второй системы,

если правый конец отрезка х = 1 будет решением этой системы,

т. е. если
1<2а-1,

< 1<2--, 
I 2

откуда а > 1, 
а < 2. Эта система имеет решения

1<а<2.
Ответ. При 1 < а < 2. Ч ИЛ

Задача 15. Найти все значения параметра а, при каждом 
из которых система неравенств

(х2 + у2 - а2 < 6х - 4 г/ - 13,
[х2 + у2 ~ 4а2 < 8у - Юх + 4а - 40 

имеет ровно одно решение.
[> Запишем систему в виде

|(х - З)2 + (г/+ 2)2 < а2,
|(х + 5)2 + (у - 4)2 < (2а + I)2.

Первому неравенству системы удовлетворяют точки кру­
га (включая его границу) с центром в точке А(3; -2) радиуса 
|а|, а второму — точки круга (вместе с его границей) с центром 
в точке .В(-5; 4) радиуса \2а + 11.

Система имеет единственное решение в случае, когда кру­
ги касаются внешним образом, т. е. когда сумма радиусов кру­
гов равна расстоянию АВ между их центрами. Так как АВ = 
= д/в2 + (~6)2 = Ю, то |а| + |2а + 1| = 10. Это уравнение имеет два 

11корня а = ~— и а = 3. о
Ответ. а = -—, а = 3. Ч

§6 311
Подходы к решению задач с параметрами



Задача 15 была решена аналитически, однако для облегче­
ния восприятия условия использовались мысленно-графические 
образы — окружности, построенные в системе координат хОу. 
При решении некоторых задач с параметрами бывает полезно 
иллюстрировать условие с помощью графиков. Такие иллюстра­
ции часто помогают определить число корней уравнения с па­
раметром. Рассмотрим несколько задач, решаемых с помощью 
функционально-графического метода.

Задача 16. Найти все значения параметра а, при которых 
уравнение | х + 31 = 12х - а | + 1 имеет единственный корень.

множество грае
а сдвигами на —

О Запишем уравнение в виде | х + 31 — 1 = 12х — а | и построим 
в одной системе координат (рис. 133) график функции у = \х + 
+ 31 - 1 и семейство графиков функции у = 12х - а | (бесчисленное 

)иков, полученных из графика функции г/ = |2х| 

вдоль оси Ох).

Исходное уравнение будет 
иметь единственный корень, 
если вершина «подвижного 
уголка» (графика функции 
у = \2х-а\) совпадает либо с 
точкой А(-4; 0), либо с точ­
кой В(-2; 0). Координаты этих 
точек должны удовлетворять 
уравнению у = 12х - а\. Таким 
образом, для решения зада­
чи нужно решить уравнения 
0 = |2(-4)-а| и 0 = 12(-2) - а\, 
откуда а = -8 и а = -4.

Ответ, а = -8, а = -4. Ч

Задача 17. Для каждого а найти число корней уравнения
1 2 а1п X = — .

X

> Исходное уравнение равносильно уравнению xln2x = а. По­
строим график функции i/ = xln2x. Эта функция определе­
на и дифференцируема при х > 0; у' = 1п2х + 21пх = 1пх(1пх + 
+ 2); у' = 0 при х = 1 и х = е~2. Исследуя знаки производной на 
интервалах х < е-2 , е-2 <х<1 и х > 0, определяем, что х = е-2 — 
точка максимума и у(е~2) = 4е-2; х = 1 — точка минимума и 
1/(1) = 0. Схематически график функции у = xln2x изображён на 
рисунке 134.

Графики функций у = а — семейство прямых, параллель­
ных оси абсцисс. Из рисунка видно число точек пересечения 
каждой из прямых у = а с графиком функции у = xln2x. Их чис­
ло и определяет число корней исходного уравнения.
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Ответ. При а < 0 уравнение не имеет корней; при а = О 
и а > 4е 2 уравнение имеет единственный корень; при а = 4е 2 — 
два корня; при 0 < а < 4е 2 — три корня. Ч

Задача 18. При каком значении а уравнение 1п(Зх + 2) = 
= х + 1 + а не имеет корней?
|> В одной системе координат изобразим схематически график 
функции Дх) = 1п(Зх + 2) и семейство прямых g(x) = х + 1 + а, 
получаемых из графика функции у = х + 1 сдвигом вдоль оси 
Оу на |а| вверх, если а > 0, и на |а| вниз, если а<0 (рис. 135).

Очевидно, что заданное уравнение имеет единственный ко­
рень, когда графики функций у = f(x) и у = g'(x) имеют толь­
ко одну общую точку. Это происходит, когда прямая g(x) = 
= х + 1 + а становится касательной к графику функции f(x) = 
= 1п(3х + 2). Найдём абсциссу точки касания этих графиков х0. 
Для этого запишем уравнение касательной к графику функции 
f(x) = 1п(3х + 2) в точке х0.

3 3
Дх0) = 1п(Зх0 + 2), f'(x) = 3 г » f'(x0) = Зх +2 . Уравне­

ние касательной для рассматриваемой функции имеет вид
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0 Зх0
у = --------- x + ln(3x0 + 2) - -- ------ -  . Эта касательная совпадает

Зл^д “1“ 2 oXg Н-
с прямой g(x) = 1 • х + (1 + а), если -—77=1 и 1п(Зх0 + 2)- дХа । Л

Зх0 1
- ~~ = 1 + а. Из первого равенства находим х0 = - ; подстав- OXq “Г Л о
ляя это значение х0 во второе равенство, находим а = 1пЗ — — .

4 3
Очевидно, что при а>1пЗ- — графики функций у = f(x) иО

у = g(x) не имеют общих точек, а значит, исходное уравнение не 
имеет корней.

Ответ. При а > 1пЗ - — . ◄О

Задача 19. Найти все значения а, при которых уравнение 
7 х — 9 = а(х + 7) — 3 имеет единственный корень.

> Полагая х + 7 = t, получаем уравнение 
7^-16 = at - 3. (1)

Требуется найти все значения а, при которых графики 
функций — 16 и у = at — 3 имеют при f > 16 единственную 
общую точку (см. рис. 136).

Если а < 0, то прямая у = at - 3 не имеет общих точек с гра­
фиком функции у = ф -16. Заметим, что угловой коэффициент 
прямой у = at - 3 равен а. Найдём угловые коэффициенты аг и а2 
прямых /, и 12 (обе задаются уравнением вида у = at - 3), пер­
вая из которых проходит через точку (16; 0), а вторая касается 
графика функции у = ф - 16. Подставляя в уравнение у = 3 - at 

з 
значения t = 16, у = 0, находим а, = — .

Число а2 является тем значением а, при котором урав­
нение (1) имеет единственный корень tr > 16. Возводя обе ча­
сти (1) в квадрат, получаем уравнение a2t2 - (6а + l)t + 25 = 0, 
дискриминант которого D = (6а + I)2 - (10а)2. Уравнение D = 0 

имеет единственный положительный корень а = ~ • Следова- 
1 3 1тельно, аА = — . Если — < а < — , то прямая у = at - 3 и график
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функции у = y/t -16 имеют две общие точки, а при а > — они 
не имеют общих точек.

3 1Ответ. О < а < — , а = — . ◄
16 4

Задача 20. Найти все значения параметра а, при которых 
система уравнений

J|x - 1| + |х + 1| - 2у = О,
\х2 + у2 - 2ау + 2а = 1

имеет ровно три различных решения.
> Первое уравнение системы запишем в виде

~х, если х < -1,
1, если -1 < х < 1, График этой функции изображён на ри-
х, если х > 1.

сунке 137.
Второе уравнение систе­

мы, записанное в виде х2 + {у - 
- а)2 = (а - I)2, является при 
а 1 уравнением окружности 
с центром в точке (0; а) ра­
диуса |а - 1|. При любых а 1 
эта окружность проходит че­
рез точку А(0; 1) и касается 
прямой у = 1 в точке А. При 
а = 1 окружность вырождается 
в точку Айв этом случае си­
стема имеет единственное ре­
шение: (0; 1).

Если а < 1, то окружность лежит ниже прямой у = 1; в этом 
случае система имеет единственное решение: (0; 1).

Пусть а > 1. Тогда окружность расположена выше прямой 
у = 1, а система будет иметь, кроме решения (0; 1), ещё два ре­
шения тогда и только тогда, когда окружность касается прямых 
у = х и у = —х. Достаточно рассмотреть одну из этих прямых, на­
пример прямую у = х.

Если М(0; а) — центр окружности радиуса г, касающей­
ся прямой у = х в точке В, то МА = МВ = г, ОМ = г + 1 = а. Так 
как прямые у = х и у = —х пересекаются в точке О под прямым

-ТТ ]\/f
углом, то АМОВ = — , ОМ = ---- — ,

4 sin—■
4

= —1— = л/2 + 1, а = г+1 = 2+ л/2.
V2 -1

Ответ. 2 + V2 . ◄

т. е. г + 1 = гу/2 , откуда г =
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Задача 21. При каких значениях а уравнение
sin2x + (а + 2)sinx + За + 1 = О (1)

не имеет корней?
> Пусть sinx = f, |i| < 1, тогда уравнение принимает вид

£2 + (а + 2)£ + За +1 = 0. (2)
Таким образом, задачу можно переформулировать так: «При 

каких значениях а уравнение (2) не имеет корней на отрезке 
[-1; 1]?»

Рассмотрим функцию f(x) = t2 + (а + 2)t + За + 1. Её гра­
фик — парабола с ветвями, направленными вверх. Исследуем 
возможные случаи расположения параболы, удовлетворяющие 
условию отсутствия точек пересечения её с осью абсцисс на от­
резке [-1; 1] (см. рис. 138).

1) Парабола лежит выше оси Ot (рис. 138, 1), уравнение 
корней не имеет, т. е. D = а2 + 4а + 4 - 12а - 4 = а(а - 8) < 0, от­
куда 0 < а < 8.

2) Парабола пересекает ось Ot в точках, расположенных ле­
вее —1, т. е. оба корня (или единственный корень) уравнения (2) 
меньше -1 (рис. 138, 2). Эта ситуация описывается условиями: 
D = а(а - 8) > 0, /(-1) = 2а > 0, £0 =-^ (а + 2) <-1, где i0 — аб­

сцисса вершины параболы. Таким образом, для нахождения 
значений параметра, соответствующего этой ситуации, следует 
решить систему

а(а - 8) > 0, 
2а > 0,
_1(а + 2)<-1

или < откуда а > 8.

системой
3) Ситуация, изображённая на рисунке 138, 3 описывается

Рис. 138
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4) Парабола пересекает ось абсцисс, но нули функции 
(рис. 138, 4) лежат вне отрезка [-1; 1]. Это возможно, когда 
D > 0, /(—1) < 0, f(l) < 0 одновременно, т. е. следует решить си­

стему
а(а - 8) > О,

< 4а + 4 < О, или
2а < О

Ответ. Уравнение 
а > 0. ◄ Вй

а > 8,
Да < 0, откуда а < -1.
а < -1,
а < О,

(1) не имеет корней, если а <-1 и

§ 7. Упражнения

■I 1. Вычисления и преобразования

685. Найти число, если 42% его равны 12,6.
686. Какой процент составляет 1,365 от 39?
687. Какой процент составляет 46,6 от 11,65?
688. Найти 180% от 7,5.
689. Цена товара была снижена сначала на 24%, а затем на 50% 

от новой цены. Найти общий процент снижения цены това­
ра.

690. В сплаве содержится 18 кг цинка, 6 кг олова и 36 кг меди. 
Каково процентное содержание составных частей сплава?

691. Стоимость товара и перевозки составляет 3942 р., причём 
расходы по перевозке товара составляют 8% стоимости са­
мого товара. Какова стоимость товара без учёта стоимости 
его перевозки?

692. Высота пирамиды равна 5 см, а площадь её основания равна 
4 см2. На сколько процентов увеличится объём этой пира­
миды, если и площадь её основания, и высоту увеличить на 
10% ?

693. При делении некоторого числа на 72 получится остаток, 
равный 68. Каким будет остаток, если это же число раз­
делить на 12?

694. Сумма двух чисел равна 1100. Найти наибольшее из них, 
если 6% одного числа равны 5% другого.

695. По вкладу, вносимому на срок не менее года, Сбербанк вы­
плачивает 3% годовых. Вкладчик внёс в Сбербанк вклад 
в размере 6000 р. Какую сумму денег он получит в конце 
второго года со дня вклада? в конце третьего года со дня 
вклада?
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696. По обычному вкладу Сбербанк выплачивает 2% годовых. 
Вкладчик внёс 5000 р., а через месяц снял со счёта 1000 р. 
Какая сумма денег будет на его счету по истечении года со 
дня выдачи ему 1000 р.?

697. Выработка продукции за первый год работы предприятия 
возросла на р%, а за следующий год по сравнению с пер­
воначальной она возросла на 10% больше, чем за первый 
год. Определить, на сколько процентов увеличилась выра­
ботка продукции за первый год, если известно, что за два 
года она увеличилась в общей сложности на 48,59%.

698. Доказать, что при любом простом р > 3 число р2 - 1 делится 
на 24.

699. Доказать, что при любом натуральном п > 1 число п4 + 4 
является составным.

700. Доказать что при любом натуральном п\
1) 6п5 - 11п делится на 5;
2) ri1 - п делится на 7.

701. Доказать, что З6" - 26' делится на 35 при п е N.
702. Доказать, что п5 - 5п3 + 4п делится на 120 при п € N.
703. Найти последнюю цифру числа: 

о9 Q41) 99 ; 2) 23 .
704. Найти две последние цифры числа:

1) 2999; 2) З999.
705. Делится ли на 7 число сочетаний из 1000 элементов по 500?
706. Доказать, что произведение любых п последовательных на­

туральных чисел делится на п\.
707. Найти неизвестный член пропорции:

1) 10: —= х:1—; 2) х : 0,75 = 9-: 14±; 3) 
’ 8 4 7 2 4 ’

Вычислить (708—712).

х
15

1,456
1,05 '

708. 15 - 2•72•494

125 з

1
81

1 11
4 + 452 -183х/5.

709. 1) log277 2 9; 2) log9729; 3) logi 729. 
__  з

710.1) logj_V64;2) log8log4log216.
16

/ . \V8
I — I / Г— \V3

711.1) \2^J ; 2) -23

712.1) log3-^ + log6V36; 2) 16°’51og410 + \
V3
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713. Найти значение выражения
^36log65-51Og59.

714. Сравнить числа:
1 2 3

1) 2,57 и 2,б0’5; 2) 0,23 и 0,24;

3) log3>1V10 и log313; 4) log03| и log0>3-.
о 4

715. Какому из промежутков 0 < а < 1 или а > 1 принадлежит 
число а, если:
1) а0,2 > 1; 2) а"1’3 > 1; 3) а-3’1 < 1;
4) а2’7 <1; 5) loga0,2 > 0; 6)logal,3>0?

716. Какое из чисел больше:
" iog23+iog4A 3/— mlog624log^%

1) у 18 или 4 11; 2) л/18 или — ?

717. Между какими целыми заключено число:
1) 1g 50; 2) log210?

718. Сравнить без таблиц и калькулятора числа log34 и ^2.
719. Доказать тождество log6a • \ogcb • logdc = logda.

Упростить (720—721).
720. 1) 3^|-|л/20+Зх/180-4^р;

2) —I------------§------------
л/б-Тб Л + Л Тб-л/2

721. 1) 7«4(9a2-6a + l); 2) 7&2(4&4 + 4fo2 + 1).

722. Освободиться от иррациональности в

1)---- - ---- ; 2)---- - ---- ; 3)---- —---- ;
л/з-л/2 V6 + V5 Ло-Л

знаменателе дроби:

723. Освободиться от иррациональности в числителе дроби:

724. Записать в виде обыкновенной дроби число:
1) 0,(4); 2) 2,(7); 3) 0,(21);
4) 1,(36); 5) 0,3(5); 6) 0,21(3).

725. Записать в виде десятичной периодической дроби число:

1)—; 2)2-; 3)-; 4)5—.
6 9 7 11

726. Может ли быть рациональным числом:
1) сумма двух положительных иррациональных чисел;
2) произведение двух иррациональных чисел;
3) частное от деления суммы двух неравных иррациональ­
ных положительных чисел на их произведение?

§7 319
Упражнения



727. Доказать, что если а и & — натуральные числа и Jab — pa- 
faциональное число, то . — также рациональное число, а если 

V ъ
Jab — иррациональное число, то и J| — иррациональное 
число.

728. Пусть а — рациональное число, b — иррациональное число,

а + О, b + 0. Доказать, что а + Ъ, а • Ъ, — иррациональ- 
Ъ аные числа.

729. Имеют ли общие точки промежутки:
1) [1; Зч/2 + 2х/7] и [Зч/З + 4; 1б];

2) (0; ч/27 + ч/б) и (ч/48 - 1; ю);

3) [2; 2ч/5 + 2ч/б] и (Зч/2 + ч/22; 11);

,7з-1 J4)[1;1 + ч/з]и

730. Пусть О

1) точка

2) точка

a <b. Доказать, что на числовой оси:
а + b г гл— середина отрезка [а; Ь];

а + Ъс „—----- , где с > О, лежит внутри отрезка [а; &].

731. Выполнить действия:

3) (1 + i)(-l + 2i) + 1 - 39 4) (3 - 2i)(4 + i) + 109

5)

7)

(3-9(1 + 39. 
2-z

2 3/ 2 + 3/

6)

8)

2-Зг . 
(1-9(3 + О’ 
2 3z* 2 + 3z
2 + i 2 i

732. Вычислить: 4

1) (2 - О3; 2) ;

3) (2 + 3i)2 - (2 - 3i)2; 4) (3 + 492 + (3 - 4i)2.
733. На комплексной плоскости построить точки:

1)5; 2)29 3) -3i; 4) 3 + 29 5) -2 + 9 6) -1 + 9
734. Доказать равенство

735. Доказать, что для любых комплексных чисел zx и г2 спра­
ведливо равенство zx + з2 = zx + 22.
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Рис. 140

736. Вычислить:
1) i5 + i3 + i7; 2) i4 + i6 + j8.

737. Найти значение выражения:
дЗ _ д2 д4 д7 дЗ д6 7р7 /-12 Л р
Л, , А10, 2) А12 -л 7 . 3) Л6 । А11 . /[) 41 _ С5 4 .

Л1 ’ А91 ’ А 11-Рб’ I10 ад'

738. 1) Вычислить диаметр х круга, вписанного в равносторон­
ний треугольник (рис. 139), если а = 6 см.
2) Вычислить угол а заготовки, изображённой на рисунке 
140, если а = 4 см.

739. Вычислить ширину I ущелья по данным, указанным на ри­
сунке 141.

740. Вычислить длину моста по данным, указанным на рисун­
ке 142.

741. Найти числовые значения всех остальных тригонометри­
ческих функций по данному значению одной из них, если 
0 7Т< а < —:

2
5 71) cosa = 0,8; 2) sina= —J 3) tga = 2,4; 4) ctga = —.

742. Вычислить:
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743. Разложить на множители
1) 4х4 + 4х3 - 25х2 - х + 6;

многочлен:
2) х4 - 2х3 - 14х2 - 6х + 5.

744. Сократить дробь:

х + 2х +9
х3 - 2х2 + 4х - 3

х4 - 2х3 + х - 2
' 2х4-Зх3-х-б’

х3 + 2х2 +2х +1.
2х3 + х2 +1

2х4 - Зх3 - 7х2 - 5х - 3
2х3 - 5х2 - 2х - 3

745. Найти разложение бинома:
1) (х-1)5; 2) (а + З)4.

Упростить выражение (746—748).

746. 1)
<9 Л

а + 2 2а2 - а - 3.2а - 3
а-2 ^а2 + 5а + 6 а-2?

2)

747. 1)

2)

,1\8&2 + 8& + 2 2& + 1
' 9I bj b2-4b b

а + а2 + а - 1 + а2 - а - 1 2а3 .
а2 - 1 а3 - а2 + а - 1 а3 + а2 + а +1 а4 - 1

1 + 2а + 1 _ 2
а + 5а + 6 а + 4а + 3 (а +1) + а +1 а + 3

748. 1) —
4 + 4уа 2 - 2а 4-4уа

749. Упростить выражение и найти его значение:

при а = 5, х = 4;

, Г~2 2 Г~2 22) а + уа -х _ a-yja -х при а = 3 х =
/ 9 9 I 9 9

a - Ja - х a + Ja - х

Упростить выражение (750—756).
1 Л 1
у 2 у 2

750. 1) ■ ——
----- 1 1

1 + х2 \1~х2
1 < 1 1 '

т + 2m2 + 1 2т2 _ 4т2
1 1 т — 1

2т2 \т2-1 )

751.1) 6п- 2)
\2а £11

а4 + а2 а2 +1
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752. 1) ay а -1

4a -1

а-1
а-1 1-b

-1.-2
753 & — & & - a3b3.

754. 1)

2)

755.

756.

3b 2 - b 3a 2

.2

+ ab 2ab

2^a 2 + b 2 

(4a + 4b( 
\4

9a-25a a + 7 + 10a

V3a2 - 5a 2
i 1

a2 + 2a 2

-2

з4ъ
з/й_п

- (b2 + 18& + 81)0,5.

757. Доказать, что

log, = |(logea + logcfe), 
Ci

если a > 0, b 0, a2 + b2 = lab, c > 0, c^l.

758. Доказать, что

log,
2a + 3b _ logca + logcfe

а
5 5

2

1__
9

a + b
3

5 2

если a > 0, b 0, 13a& = 4a2 + 9&2, c > 0, c^l.

759. Выразить log89,8 через а и b, если lg2 = а и lg7 = b.

760. Выразить log^8 через а, если log123 = a.

761. Упростить:
n ч 1 + tg2a
-L I 9

1 + ctga
2) (1 + tga)(l + ctga) - -—i------

sina cosa
a

„ 1 - (sina + cosa) o.„2762. Доказать тождество —------------ -— = ^tg a.
sin a cos a - ctga

Упростить выражение (763—764).
763. 1) sin2 (a + 8л) + cos2 (a + 10л);

2) cos2(a + 6л) + cos2(a - 4л).
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yg4 sin 2a sinacos(7i -a)
2(l-2cos2a) l-2sin2a

765. Доказать тождество
2 • 2COS X sin X = - sinx - cosx.

1 + sinx 1-cosx
766. Разложить на множители:

1) 1 + cos a + sin a;
3) 3 - 4sin2a;

2) 1 - cos a - sin a;
4) 1 - 4cos2oc.

767. Доказать, что если a + P + у = л, то:

1) since + sinP - sin у = 4sin—sin —cos—;7 н r 2 2 2
2) sin 2a + sin2p + sin2y = 4sinasinPsiny.

768. Известно, что tga = 2. Найти значение выражения:
• 2I) sin a + sinacosa 

cos2 a + 3 cos a sin a
2-sin2a

23 + cos a

769. Известно, что tga + ctga = 3. Найти tg2a + ctg2a.

Упростить выражение (770—774).

770. 1)
cos a + sin a 
cos a - sin a

2) tg2 — — a 1 — sin2a
1 + sin2a

771. 1)

. л , sin —ha u - cos —I- a u
sina + 2sin — — a

2) ------ 7------- —-----

3)

772. 1)

3)

773. 1)

3)

774. 1)

. Л , , Л ,sin —ha + cos —I- a

tga + tgp . 
etga + etgP

tg2a .
1 + ctg2a

tga - tgP . 
etga + ctgP

3cos( — - a
1.6 3 cos ос

4) (sin a + cos a)2 + (sin a - cos a)2.

1 + ctg a.
. 2 ’ctg a

4) (tgoc + ctg a)2 - (tga - ctg a)2.

1 + cos2a.
2cosa

sina + sin3a + sin5a .
cosa + cos3a + cos5a 

sin 2a + cos 2a + 2 sin2 a

2)

4)

tga - sin a .
tga + sin a 
2sin2a + sin4a 
2sin2a - sin4a

sin(-a) - sin(2,5TU + a)

775. Доказать тождество:

2)
cos2a - sin2a - 2cos2a 

cos(-a) - сов(2,5л + a)

324

1) 1 - cos(2k - 2a) _ 2»
1 - cos2 (a + л)
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Упростить выражение (776—781).
9

776 5cosx-3sinx _sin2x-8sin x

sin — - x + sin(-x)
12 )

777. sin(x - 2k)cos(—-

cos2x

778. 1)
’ 2)

cos2(a + 20) + sin2(a - 20) - 1; 
sin2(a + 20) + sin2(a - 20) - 1.

779. 1) cos4a - cos2a. 
sin 3a sin a

780. 1)
4sin2 a - sin2 2a

4 - 4 sin2 a - sin2 2a

781. 1)
a/2 - cosx - sinx. 

sinx - cosx

2^ 1 + cosa + cos2a + cos3a 
cosa + 2cos2a - 1

94 tg22atg2a -1 
9 9 *

tg a - tg 2a

2^ 1 + cosx + sinx + tgx
sinx + cosx

Г7ОН T9 sinacosa 3782. Вычислить —«---------, если ctga = —.
sin a-cos a 4

783. Упростить выражение
2 — 3sin2a _ sina + 2cosa 

cos2a sina + cosa
и найти его числовое значение при а = -^.

Доказать тождество (784—790).

784. tg(a - 0) + tg0 cos(a + 0)

tg(a + 0) - tg0 cos(a - 0)

785.1) 1 + sina = 2cos2(—- —t 2) 1 - sina = 2sin2(—-— 
\4 2/ \4 2

786. 1) sin| a + — | - sin!a - —I = V3cosa; 
\ 3/ \ 3/

2) cos — + al + cos — - al = V3cosa.
\6 / \6 )

787.1) l-tg2a = ^f^; 2) 1 - ctg2a = -.
cos a sin a

(JF Qf \
— + — COS

6 2/
л _ a
6 2

789. 1)
о

1 - 2sin a _ 1 - tga.
l + sin2a 1 + tga

2) -------- - --------/ 4.2 24 sm a cos a 4tg2a

3) tgf^ + a 1 + sin 2a 
cos2a

.. l-sin2a
4)  

l + sin2a
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790. 1)

2)

4 sinx sin — - x Isin — + x 1= sin3x; 
\3 / \3 /

cos3xcos6xcosl2x = sin24x. 
8sin3x

791. Записать в
1) 2; 2)

тригонометрической форме число:
-3; 3) 3i; 4) -2i; 5) л/З - i; 6) 2 - 21.

792. Записать в алгебраической форме комплексное число:
7л , . . 7л\ cos---- 1- ism— ;
3 3 /

9л , . • 9л i cos----- 1- ism— .
4 4

793. Выполнить действия и записать результат в алгебраической 
форме:
1) sfcos—+ isin—

\ 3 3/

2) (1 + i)( cos— + isin— 
\ 8 8

Л , . ■ Л I cos—н ism— ;
8 8/8

3)

7л . . 7л cos----1- ism—
10 10
л ... л cos—I- ism—

4) -----------------' л . . л cos—I- ism—
5 5 4 4

■I 2. Уравнения
794. Решить уравнение:

Зх-16 |_х + 6_х + 3,
' 12 Т~ 6 ’

2) -(х-7)-Зх- 6(х~8) = -|х + —).
3 7 \ 3 /

795. При каком значении а уравнение п(х - 3) + 8 = 13(х + 2) 
имеет корень, равный 0?

796. При каком значении Ъ уравнение 1 - &(х + 4) = 2(х - 8) имеет 
корень, равный 1?

Решить уравнение (797—806).

1 

сч

1 

соГ" г с г

2)
5,2 11• €/ I . -L7 9 ’

х + 3 х - 3 х -9 х-2 х — 4 х -6х+ 8
798. 1) (и - &)х = а2 + (а + &)х; 2) п2х = а + Ъ + Ь2х.

799. 1) (х - 3)(х - 2) = 6(х - 3); 2) х2_11х + 1=()

800. 1) —£-=0; 2)

6 2
2х2 3 = Зх-21

х + 1 х-1

801. 1) ~ 28 +
х + 2 2 + х х - 4
х +1 _ 12 _ 2 - х
х + 3 х2-9 3-х

18 .
2-х

Зх + 1 Зх + 1
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gQ2 1  ^x le 2x 3x   2(4x— 1)
x2 - x +1 x + 1 x3 +1 x — 1 x + 2 x2 + x - 2

803.1) + =------ 3-----  2) J^1__LO_ + 4 = o
2x -1 x + 2 2-3x- 2x2 x + 2 x + 2

804. 1) x4 - llx2 + 30 = 0; 2) 2x4 - 5x2 + 2 = 0.

805. 1) 2x~2 + 4x-1 + 3 = 0; 2) (x2 - x)2 + 12 = 8(x2 - x).

or.„ 1 ч 2 , ,2 a2 n 2x x 5a2806.1) x +ax-b + — = 0; 2)-------------------= —5----5-.
4 2x - a 2x + a 4xz - or

807. Решить относительно n уравнение:
1) ^zl = i; 2) Л2+1 = 156;

Pn+i
3) c3 = +c4+2; 4) 12C^ = 542+1.

15
808. При каком условии трёхчлен ах2 + Ьх + с является квадра­

том двучлена?

809. Доказать, что корни уравнения ах2 + Ьх + а = 0 есть взаимно 
обратные числа, если а + 0.

Решить уравнение (810—811).
810. 1) |2х-3| = 7; 2)|х + 6| = 2х; 3) 2х - 7 = |х - 4|.

811. 1) |6-2х| = Зх+1; 2) 2|х - 2| = |х| - 1.
812. Найти наименьший корень уравнения

|х2 - Зх - б| = 2х.

813. Найти наибольший рациональный корень уравнения
|х2 - 8х + 5| = 2х.

Найти действительные корни уравнения (814—820).
814. 1) х3 - Зх2 + х =3; 2) х3 - Зх2 - 4х + 12 = 0;

3) х3 - 5х2 + 8х - 6 = 0; 4) х4 - Зх3 - 2х2 - 6х - 8 = 0;
5) х5 + х4 - 6х3 - 14х2 - 11х - 3 = 0;
6) 2х4 - 2х3 - Их2 - х - 6 = 0.

815. 1) (2х + 1)(3х + 2)(6х + 1)(х + 1) = 210;
2) (х + 1)(х + 2)(х - 2)(х - 3) = 10.

816. 1) (х - 1)(х - 3)(х + 2)(х + 6) = 72х2;
2) (х - 1)(х - 2)(х - 3)(х - 6) = 36х2.

817. 1) (х2 - 5х + 4)(х2 + 9х + 18) = 100;
2) (х2 - Зх + 2)(х2 - 7х + 12) = 4.
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818. 1) (х2 - х - 2)2 + (х2 - х - 2)(х + 3) = 20(х + З)2;
2) 4(х2 - 4х + I)2 + 10(х - 2)2 = 13(х2 - 4х +1)(х - 2).

829?] Найти все целые числа, равные сумме квадратов своих цифр.

819. х + 3 х х 4 t х 4" х + 2 х 4~ х + 6 л1) 2 + 2 “б; 2) + -4.
X X 4~ 1 X X 4~ 2 X 4- X +1 X 4" X 4~ 3

820. 1) ---- - -----------^ = —; 2) f2x--W4x2 + -^ = 42.
х(х + 2) (х + 1)2 12 xj 1 х2)

821. Пересекает ли график функции у = х3 - 6х2 + Их - 6 ось Ох 
в точках, абсциссы которых являются целыми числами?

822. Уравнение 2х3 + тх2 + пх +12 = 0 имеет корни х1 = 1, 
х2 = — 2. Найти третий корень этого уравнения.

823. Могут ли корни уравнения (х — т)(х - п) = k2 быть чисто 
мнимыми, если т, п и k — действительные числа?
Решить уравнение (г — комплексное число) (824—828).

824.
825.
826.
827.

1) z2 + 4г + 19 = 0; 2) z2 - 2z + 3 = 0.
1) г(2 + 0 - 7 = Зг; 2) 5i - г(3 - 2i) = -1.
1) \z\ + iz = 2 — i; 2) \z\ - iz = 3 + 2i.
l)22 + 3 = 0; 2) 9г2 = 125;
3) z2 - 4г + 5 = 0; 4) г2 - 8г + 41 = 0.

828. 1) г2 - 25г = 0; 2) г2 = -8 + 6г;
3) г3 + 8 = 0; 4) г4 - 1 = 0.

830. Решить в целых числах уравнение:
1) 2х2у2 - 14=у2 = 25- х2;
2) Зх2 - 8ху — 16г/2 = 19.

831?] Найти все пары целых чисел, сумма которых равна их про­
изведению.
Решить уравнение (832—835).

832. 1) д/2х + 7=х + 2; 2) х = 2-д/2х-5; 3) д/х4 - Зх - 1 = х2 - 1.

833. 1) 2д/х + 4- д /1 - х = д /х + 5; 2) д/х~Т2 + ^/з^-Zx = д/х2-^.

834. 1) ̂ х6-26 + 2^х6-26 = 3; 2) V* + ^/х + 1 + ^/х + 2 = 0.

835. 1) д/х2 - 6х + 9 + д/25 + Юх + х2 = 8;

2) д/х2 + 4х + 4 - д/х2 - 6х + 9 = 5;

3) ^(8 - х)2 - з/(8 - х)(27 + х) + д/(27 + х)2 = 7;

4) 4/8 - х - 4/89 + х = 5.
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836. Найти все числа а, для которых выполняется условие

4 ■ 23а = 0,25 2 .

Решить уравнение (837—857).

837. 1) 3х’7 = 81; 2) 2х -5х + 6’5 л/2; 3)

838. 1) 95х-95ж-1 = 8;
5x + i + 5x + 5x-i = 155;
7х-7х"1 = 6;

1
g2x + 5 Ij3x + 1 = 352(5x + 6)

2 — 2x _ ^3x — 2,

32x — 3х = 72;

0,5х = 2x + 1;

logi x = 4x2;
2

2)

^2* Й* =216.2)

2) 4x-2x + 1 = 48.

2) 2х = 3 - x2;

5) 2x = log0 5x;

3)
5)

839. 1)

840. 1)

841. 1)

842. 1)

843. 1)

4)

844. 1) (log2x)2 - 31og2x + 2 = 0;

845.1) In——— = ln(x + 2);
х + 1

846.1) lg(| + xj = lg|-lgx;

3) log3x = 4 - x;

6) (j) =log3x.

2) (log3x)2 + 5 = 21og3x3.

2) log3A/3x - 6 - log3A/x -3 = 1

2) 21gx = -lg—
6-x2

2
3

847. 1) log2(2x - 18) + log2(x - 9) = 5;
2) lg(x2 + 19)-lg(x + 1) = 1.

848. 1) 5log3x2 - 6 • 510g3X + 5 = 0; 2)

849. 1) xlgx = 10; 2)

3) xlgx - 1 = 10(1 - x lgx); 4)

25log3X-4-5log3X + 1 = 125
xlog3X _ gx.

X4x _

850. 1) 7 ■ 4х2 - 9 • 14х2 + 2 • 49х2 = 0;

2) 5x + 4 + 3 • 4х + 3 = 4x + 4 + 4 • 5х + 3.
851. 1) log4(2 + ^/x + 3) = 1; 2) logi-^x2 - 2x = --;

з 2
3) |log3(x + 1) = log3A/x + 4 -21og3V2.

852. 1) x1 + lgx = Юх; 2) xlgx = lOOx;
3) log2(17 - 2х) + log2(2x + 15) = 8;
4) log2(3 + 2х) + log2(5 - 2х) = 4.
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Ill
853. 1) 9 • 4х + 5 • 6х = 4 • 9х;

2) log2(x2 - 3) - log2(6x - 10) +1 = 0;

3) 21og2x - 21og2-^ = 3^/logTx;

4) logx(2x2 - Зх - 4) = 2.

854. 1) 1 + logx(5 - x) = log74 • logx7;
2) (log9(7 - x) + l)log3_x3 = 1.

855. 1)

2)

856? 1)

log33x + log3(4x + 1) = log4x2 + x9;
log2^ + bg2(21x - 2) = 21og 2 8.

Г з Alog Tectgx = 1 + log6 — cos2x ;

2) log27(sin2x - —cosx = | + log3(—cosx).

857?] 1) log3(sin3x - sinx) = 21og9(17sin2x) - 1;
2) log^(sinx - cosx) +1 = log7(7 + 3cos4x).

858. Найти все решения уравнения, удовлетворяющие данному 
неравенству:
1) ^7 - log^(3x2 - 24х) = log9(x2 - 8х), sinx < tg2x;

2) logi х2 + |х -log36x2 + 6x6 = l, sinx>tg6x.
у 6' b '

859. Решить уравнение cos|3x — — ) = — и указать любой его по­
ложительный корень. 7

860. С помощью графика синуса или косинуса найти все корни 
уравнения, принадлежащие промежутку [—л; Зл]:

1 л/з1) cosx = ——; 2) sinx = --^-.

Решить уравнение (861—876).

861. 1) sin2x = —; 2) cos3x = -—; 2 ’ 2 3) 2tgx + 5 = 0.

862. 1) 3cos2x - 5cosx -12 = 0; 2) 3tg2x - 4tgx + 5 = 0.

863. 1) (3 - 4sinx)(3 + 4cosx) = 0; 2) (tgx + 3)(tgx + 1) = 0.

864. 1) sin2x = 3sinxcos2x; 2) sin4x = sin2x;
3) cos2x + cos2x = 0; 4) sin2x = cos2x.

865. 1) sin2x = 3cosx; 2) sin4x = cos4x - sin4x;
3) 2cos2x =l + 4sin2x; 4) 2cosx + cos2x = 2sinx.

866. 1) cosx + cos2x = 0; 2) cosx - cos5x = 0;
3) sin3x + sinx = 2sin2x; 4) sinx + sin2x + sin3x = 0.
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867. 1) 2cosx + sinx = 0; 2) sinx + V3cosx = 0.

868. 1) 4sin4x + sin22x = 2; 2) . 4 X , 4 X 5sin--- 1- cos — = —.
3 3 8

869. 1) sin3x + cos3x = 0; 2) 2sin2 x + sin2 2x = 2;
3) 8sinxcos2xcosx = д/З; 4) 4sin x cos x cos 2x = cos 4x.

870. 1) sin4x - cos4x + 2cos2x = cos2x;
2) 2sin2x - cos4x = 1 - sin4x.

871. 1) sinx + sin 5x = sin 3x; 2) cos 7x - cos3x = 3sin5x.

872. 1) cosxsin9x = cos3xsin7x; 2) sinxcos5x = sin9xcos3x.

873. 1) 5 + sin2x = 5(sinx + cosx);
2) 2 + 2cosx = 3sinxcosx + 2sinx.

874. 1) sinx + sin2x + sin3x + sin4x = 0;
2) cos x + cos 2x + cos 3x + cos 4x = 0;
3) cosxcos3x = -0,5.

875. 1) tg2 3x - 4sin2 3x = 0;

3) ctgxlctgxd—— 1 = 1; 
\ sinx/

876. 1) tg2x = 3tgx;
3) tg(x + — j + tg(x - — |= 2; 

\ 4/ \ 4/

2) sinxtgx = cosx + tgx;

4) 4ctg2x = 5-----—.
sinx

2) ctg2x = 2ctgx;

4) tg(2x + l)ctg(x + 1) = 1.

877. Решить графически уравнение:
1) cosx = 3x-l; 2) sinx = 0,5x3;
3) cosx = Vx; 4) cosx = x2.

Решить уравнение (878—881).

878. 1) cos-^2 - x2 = 2) sin-^x = x2 - 4x + 5.

879. 1) cos3x — 3cos2x + cosx + sin2x = 2cosf — + — jsinf — - — J;
2) ctgx + sin2x = ctg3x.

880. 1) sinx + cosx = ^/l +tgx; 2) 75sin2x - 2 = sinx - cosx.

881. 1) 2sinx------ - = 4sin2[x + —t
cosx-cos3x 3 \ 4/
sin3x-2cos2x-l _i . I ---------------------------  — |о111Л|.

1 - sinx
882?] Найти все корни уравнения cosx + (1 + cosx)tg2x -1 = 0, 

удовлетворяющие неравенству tgx>0.

883?] Найти все корни уравнения sin4 х + sin41 х + — I = sin2 , 
\ 4/ 6

удовлетворяющие неравенству lg(x - J2x + 23) > 0.
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884.] Найти наибольший на интервале корень уравнения

cos 5х + — I + 2sinxcos2x = 0.
\ 2/

885.] Найти все значения а, при которых уравнение
sin8x + cos8x = а

имеет корни, и решить это уравнение.

ш 3. Неравенства

886. При каких значениях х положительна дробь:
Зх + 10.

2 4 40-х’
8 - X 9

6 + Зх

887. При каких значениях х отрицательна дробь:

5х ~ 4
7х + 5’

1)
3-2х. g,. 10-4х.
Зх - 2 ’ “ 9х + 2

3) 18 „7х ?
-4х2-1

Решить неравенство (888—-895).

888. 1) 5х + 4 <4; 2) 2
х - 3 ’ х - 4

<1; з) -^<4.
х + 3

889. 1) 8х2 - 2х - 1 < 0; 2) 5х2 + 7х < 0.

890.

891.

1)

1)

х2 - 9 q.
х2 - 4

Зд^ 15 Q в
х2 + 5х - 14

2) (2х2 + 3)(х + 4)3 > 0.

2) Х-1—<0;
х2 + 4х + 2

х2 + 2х - 8 > Q. 
х2 - 2х - 3

( 1
(х — 5)1 2х-1 +0,2 1 . _

3) 4)
х + 2

892. 1) 2х - 5|< 3; 2) 15х - 9 > 4;
3) 2 - Зх| < х + 1; 4) 11 + 2х | > 3 - х.

893. 1) |х - 1 |(х4 - 2х2 - 3) > 0; 2) |х2 - 9|(х4 - 2х2 - 8) < 0.

894. 1)
3)

|2х - 3| < х;
х2- 7х + 12| < 6;

2) |4 - х| > х;
4) |х2 - Зх - 41 > 6;

5) 2х2 - х - 11 > 5; 6) |Зх2-х-41 < 2.

895. х3 + х2 - 4х - 4 > q 
х3 + 6х2 + 5х - 12

896. Найти все значения а, для которых является верным при
всех значениях х неравенство:

8х2 - 4х + 3
4х2 - 2х +1

Зх2 - 4х + 8 
9х2-12х + 16

а.
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897. При каких значениях х выражение 
lg(x2 + 8х + 15) 

не имеет смысла?
898. При каком наименьшем целом значении т уравнение 

(т - 1)х2 - 2(т + 1)х + т - 3 = О
имеет два различных действительных корня?

899. При каких целых значениях т уравнение 
(т - 7)х2 + 2(т - 7)х + 3 = 0 

не имеет действительных корней?
900. При каком наибольшем целом значении х выражение 

|х2 + 3 
Ci

х2 - 9х + 14
принимает отрицательное значение?

901. При каком наименьшем целом значении х выражение
2 а X - X - 6
-7-х2 

принимает положительное значение?
902. Найти все пары целых чисел х и у, для которых верны три 

неравенства:
1) Зу - х < 5, х + у > 26, Зх - 2у < 46;
2) Зу - 5х >16, Зу - х < 44, Зх - у > 1.
Решить неравенство (903—917).

903. 1)

3)

904. 1)

905. 1)

906. 1)

907. 1)
2)

908. 1)

4)

2,51-х> 2,5“3х; 2) 0,13х"4 > 0,132х;

о _ 2
&х + Зх +1,5 < &\]& * 2)0 2х — 1

Зх+1-9* 2>з ;̂ 2) Зх+1 + Зх1<10.
2

22х_4х-1 + 8зх.2-4>52;

2^ + 2 _ 2х + 3 । дх - 2 > gx + 1 । 2х + 4

Z X 2х + 3 z \ 2 — Зх
22х+1_21. 1 +2>0; 5) 34-Зх-35 ± +6>0.

909. 1)
, Л, — 1
1о«2—7 1

3 Х+2<А
9 2)

glog2(x2 - 4х + 3,5)
3) 21080,7(1 +2х) >
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910. 1) log6(2 - x) < log6(2x + 5);

911. i)

912. 1) log0.5(l + 2x) > -1;

913. 1) log0 5(x2 - 5x + 6) >-1;

914. 1) logiflogi^±i |<0;
2 X~1 )

915. log4x2 + log|(-x) > 6.

916. 1) logi (1 + x - д/х2 - 41 < 0;

2) -------1------------------- 1____
log5(3 - 2x) 4 - log5(3 - 2x

9177] 1) logi2x + 1ix2 > 2;

2) logi(x2 - 2) >-1.
2

2) logi x < logi(2x + 6) + 2.
2 2

2) log3(l - 2x) < -1.

2) log8(x2 - 4x + 3) < 1.

2) logi(log4(x2 - 5)) > 0.
з

<0.

2) log 2|3x + l|<i. Д, I I

918?] Найти все значения а, при которых неравенство 
logi(x2 + ах + 1) < 1

2
выполняется для всех х из промежутка х < 0.

Решить неравенство (919—925).

[919?] 1) xlg2x-31gx + 1 > 1000; 2) 3lgx + 2 < 3lgx+5 - 2.
И log|2x + 2|(l - 9х) < log|2x + 2|(l + 3х) + log|2x + 2|g + 3х-1).

921. 1) (x2 - 4)log0 5x > 0; 2) (3x - l)log2x > 0;

3)iog7iogix2 + |x|;30<o.
з x + 6

|922.| 1) x1 + lgx < 0,1 2; 2) x21gx < Юх; 3) 3 - x < log5(20 + 5х).

[923?] 1) д/з2х + 4 - д/|32х - 7| < 1; 2) 3X^91_X-1 + 1) < з|зх - 1|.

И 1) log6x + ,(25x) - 21og25x(6x + 1) > 1;
2) log6x_1^^->21ogx(6x-l); 3)logx + 4(7x + 5 + 1)<1.

§25^1) 41og3|x| + 1./4x + 3 - 1о&7^(3|х| + 1) > 0;

2) l°g2|x| + 1(7x + 4) - log7x + 4(2|x| + 1) > 0.

926. Решить неравенство 9'x - 8 • 3х > 9 и указать наименьшее 
натуральное число, удовлетворяющее неравенству.
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Решить неравенство (927—930).
927. 1) J9x - 20 < х; 2) д/х + 7 > х + 1;

928.

929.

930.
931.

932.

3)

1)

1)

1)

2-х 4) 1 + 5х
1 + 2х

13 — Зх + д/х2 — х — 6 > . 
5-х ’

д/зх3 - 22х2+ 40х . „ 1 „ ф
---------------------- ОХ — 1UJ

х - 4
cos(-3x) > —;

Q. 7 Зх + ~^х + Зх 4
J х-3

д/2х3 - 22х2 + 60х >
/ Х ~ $\

2) cos| 2х — — | .
’ \ 3/2

Решить графически неравенство:
1) sinx<-^; 2) sinx>--^; 3) tgx-3<0; 4) cosx>^.

С помощью графиков тригонометрических функций най­
ти все решения неравенства, заключённые в промежутке 
[-Зя; л]:
1) 2совх-д/з<0; 2) V2sinx + 1 > 0;
3) V3+tgx<0; 4)3tgx-2>0.

Решить неравенство (933—934).
[ЭЗЗП 4^7 c°s4x > -2cosx. 

[934?] 4^7 ~ c°s4x > -2sinx.

Доказать неравенство (935—937). 
2 2

935. 1)
о 3 / \3а +Ь. а + Ъ] п2) —-— > ------ , если а > 0, b > 0, а Ь.7 2 I 2 )

936. 1) (а + b)(ab + 1) > 4аЬ, если а > 0, Ъ > 0;
2) а4 + 6а2&2 + &4 > 4а&(а2 + &2), если а^Ъ.

937. 1) £ + ^ + £>3, если а > 0, Ъ > 0, с > 0; 
Ъ с а

2) 2а2 + Ъ2 + с2 > 2а(Ъ + с).

■ 4. Системы уиавнении и непавенств

938.

939.

Реп

1) <

1) ■

то

<М 
ТО

К м ф и м cti а 
о’“

I

й 
>» 

11

J I 
М н

 
+* со 

О
Н 

II 
II 

Н
н 

,£• ,7' 
1 

11

° 7 + 
£ 

и 
и 

1 
ю 

+
S 

ю со 
К 

I кэ
1—
< 

\_
 _

/ 
ч___ ___

/

8—939).
2х - у - 13 = 0, 
х + 2у + 1 = 0.

х + У j х-у
2 3

Х + У _ Х-у = Q
4 3
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336 Глава VIII

Найти
(940—94

действительные
14).

решения системы уравнений

940. 1) <
1/ + 5 — х , о\

[х2 + у2 = 25; 7
ху = 
х _
У

= 16’ оч Jx2 + 2z/2 = 96,
4; 3) \х = 2у.

941. 1) <
Г 2 2х -у =
X- у =

= 13, 
1;

2) - х2 - Зу = -5, 
1х + Зу = 23.

942. 1) <
X —
У 
х2 +

У = 
г
У2-

3
2’

= 20;
2) <

£+ £ = 31, 
х у 3
v2 _ 2_  о.X у — о,

3)

II 
II

C
M 

С
М 

нч__ __
> 

'

13х + 4г/, 
4х + 13г/;

4)
Зх2 + у2 - 4х = 40, 
2х2 + у2 + Зх = 52.

943. 1) <

31 
И 

К
+

 
+

Tt* 
I C

M 
I см

к| 
31 

31| 
и

= 72, 

= 9;
2) ■

' xs-----н Зху = 25, 2у
3

-— 2ху = 16. 
х

944.

945.

1) <

Реп

1) <

3) •

X , 4 1,2- + ху = —- + х ,
У ху

- + х2у2 + 4г/2 = 0;
„х
тить систему уравнений (94

2Х + У = 32, оч
о 2) (З3у-х = 27;

3х • 2^ = 576, ..4)log^(z/-x) = 4;

, 1 3,1X + = X у Н-----5-,
х3у3 ху2

1 + хУ + 10г/2 = 0.
<х
5—948).
Зх-2-2г/ = 77,

32 - 2у = 7; 
IgX + lgy = 4:, 
xigy = 1000.

946. 1) <
log4 
х2 -

х -
5у2

log2z/ = 0, 
+ 4 = 0; 2) ■ х2 + z/4 = 16, 

log2x + 21og2i/ = 3.

947.
(9х ■Зу = 9, 

- у/х = 1.

948. 1) <
log2

log5

(•Л

ху
6

/ + 2ху2) - logi \ -
2 Х

= 0;

+ 1
У,

1 = 4,

2) <
log2

logl
5

Х21

ху 
6

/ + ^-logif- 
2 7 2Vх

= 0.

+ ^
У J

= 3,
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949. При каких значениях а система уравнений 
log3(z/ - 3) - 21og9x = О, 
(х + а)2 - 2у - 5а = О

имеет хотя бы одно решение?
Решить систему уравнений (950—956).

950. 1) •
л/х + y/у = 16, 
у[х~у1у=2; 2) ■

4x-Jy =1, 
л/х + у[у = 19.

951. 1) '
у/х + у -1 = 1,

2) ■
+ х +1 =2,

у]х - у + 2 = 2у - 2; у]2х-у + 2 =7у-6

952. 1) ■
3x + j/ + i + 7.3J/-2 = 8>

2) ■
2х + г/ + 1.7-2^"5 = 4,

Jx + у2 =х + у; ^2х + у2 = х + у.

953.
21og3(x + 2у) = logi(x + 2z/)logi(x - у) + log^x - у), 

3 3
х2 + ху - 2у2 = 9;

21og2(x + у) + logi(x + y)logi(x - 2у) = 21og2(x - 2г/), 
2 2

х2 - ху - 2у2 = 4.

954.
= 1,

Зл 
т

955. 1)

2)

sinx + cosy = 1, 
2 3sin х + 2sinxcosz/= —;

sinx + sinz/ = —, 
y 2

cos2x + 2sinxsinz/ + 4cos2z/ = 4.

956. 1)
1 sinxcosz/ = --,

tgxctgz/ = 1;
2)

sinxsinz/ =
3tgx = ctgz/.

957. Найти наименьшее и наибольшее целые решения системы
неравенств 2х-3 Зх + 5_х<3_х + 4

~~2 3 6 2 ’
1 2х - 8 + 4 - Зх < 2Х х + 2

3 2 Х 3'
958. Решить систему неравенств

х + 1 _х + 2<х-3_)_х-4
, 5 4 3 2 ’
х - 2 1 х - 5

3 15
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[959?] 1) Найти все значения параметра а, при которых система 

logyX + !ogxy = -, 
ох + у = а + а

имеет решение. Решить эту систему при найденных значе­
ниях а.

2) Найти все положительные значения параметра а, при 
каждом из которых система уравнений

f(|x| - 5)2 + (у - 4)2 = 4,
[(х - 2)2 + у2 = а2

имеет единственное решение.

96О.| Для всех значений параметра а решить систему уравнений

а2 — 2^3|«|г/ + х2 + 2ху - у2 -2 = 0, 

х2 + у2 - 2у - cos(xy) +11 - 6а + а2 = 0.

Решить систему уравнений (961—963).

И1) з V 
|х = у ;

V2sinx = siny, 
V2cosx = V3cosz/;

1х - у =---- ,У 3’
2 • 2cos ях-sin пу = —;

1 cosxsmu =
< w 2
sin2x + sin2j/ = 0.

962.

963.

6sinxcosi/ + 2cosxsiny = -3, 
5sinxcosj/ - 3cosxsinz/ = 1.

glog3x _ 2log4j/ = 77

3log3^ + 2logi6y = 1

964. Изобразить на плоскости фигуру, заданную множеством ре­
шений системы неравенств, и найти её площадь:

3)

х + Зг/ - 3 > 0, 
2х + Зу - 12 < 0, 
х > 0, 
0<г/<2;

2)

х - у + 1 < 0, 
5х - Зу + 15 > 0, 
х < О, 
0< г/<2,5;

(х + у - 1)(х + у - 3) < О, 
< х - у < О,
х > 0;

(2х - у + 3)(4х + Зу - 9) < О, 
< х + г/ > О,
-1<г/<3.
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М 5. Текстовые задачи
965. Пассажир поднимается по неподвижному эскалатору за 

3 мин, а по движущемуся за 45 с. Определить, за какое 
время поднимает эскалатор неподвижно стоящего на нём 
пассажира.

966. Теплоход прошёл расстояние между двумя пристанями по 
течению реки за 7 ч, а против течения за 9 ч. Определить 
расстояние между пристанями, если скорость течения реки 
2 км/ч.

967. Теплоход должен был пройти некоторое расстояние за 
2,25 суток, но оказалось, что он проходил за каждый час 
на 2,5 км больше, чем предполагалось, а потому прошёл на­
меченный путь за 2 суток. Какое расстояние должен был 
пройти теплоход?

968. Один рабочий выполняет некоторую работу за 24 дня, дру­
гой рабочий ту же работу может выполнить за 48 дней. За 
сколько дней будет выполнена эта работа, если рабочие бу­
дут работать вместе?

969. При уборке урожая было собрано 4556 ц яровой пшеницы 
с общей площади 174 га, причём на целинных землях со­
брано по 30 ц с 1 га, а на остальной площади — по 22 ц 
с 1 га. Сколько гектаров целинных земель было освоено?

970. Разность двух чисел относится к их произведению как 
1 : 24, а сумма этих чисел в 5 раз больше их разности. Най­
ти эти числа.

971. Две организации приобрели театральные билеты. Первая 
организация израсходовала на билеты 7500 р., а вторая, 
купившая на 5 билетов меньше и заплатившая за каждый 
билет на 50 р. меньше первой организации, уплатила за би­
леты 5000 р. Сколько театральных билетов купила каждая 
организация?

972. Три дроби имеют числители, равные единице. Сумма этих 
дробей равна 1. Разность между первой и второй дробями 
равна третьей дроби. Сумма первых двух дробей в 5 раз 
больше третьей дроби. Найти эти дроби.

973. Бригада рабочих должна была к определённому сроку изгото­
вить 360 деталей. Перевыполняя дневную норму на 9 деталей, 
бригада за день до срока перевыполнила плановое задание на 
5%. Сколько деталей изготовит бригада к сроку, если будет 
продолжать работать с той же производительностью труда?

974. Катер отправился от речного причала вниз по реке и, прой­
дя 36 км, догнал плот, отправленный от того же причала 
за 10 ч до начала движения катера. Если бы катер отпра­
вился одновременно с плотом, то, пройдя 30 км и повернув 
обратно, встретил бы плот на расстоянии 10 км от речного 
причала. Найти собственную скорость катера.

§7 339
Упражнения



975. От пристани отправился по течению реки плот. Через 5 ч 
20 мин вслед за плотом с той же пристани отправилась мо­
торная лодка, которая догнала плот, пройдя 17 км. Какова 
скорость плота, если известно, что скорость моторной лодки 
по течению больше скорости плота на 48 км/ч?

976. При уборке урожая с каждого из двух участков собрано по 
210 ц пшеницы. Площадь первого участка была на 0,5 га 
меньше площади второго участка. Сколько центнеров пшени­
цы собрано с 1 га на каждом участке, если урожай пшеницы 
с 1 га на первом участке был на 1 ц больше, чем на втором?

977. Расстояние от дома до школы 700 м. Сколько шагов делает 
ученик от дома до школы, если его брат, шаг которого на 
20 см длиннее, делает на 400 шагов меньше?

978. Найти четыре числа, являющиеся последовательными чле­
нами геометрической прогрессии, если третье число больше 
первого на 9, а второе больше четвёртого на 18.

979. Найти сумму первых двенадцати членов арифметической 
прогрессии, если сумма первых трёх её членов равна нулю, 
а сумма четырёх первых членов равна 1.

980. Найти четыре числа, зная, что первые три из них являются 
тремя последовательными членами геометрической прогрес­
сии, а последние три — арифметической прогрессии. Сум­
ма первого и четвёртого чисел равна 16, а сумма второго и 
третьего равна 12.

981. Сумма первых пяти членов геометрической прогрессии рав­
на 62. Известно, что пятый, восьмой и одиннадцатый её 
члены являются соответственно первым, вторым и десятым 
членами арифметической прогрессии. Найти первый член 
геометрической прогрессии.

982. Произведение пятого и шестого членов арифметической про­
грессии в 33 раза больше произведения её первого и второго 
членов. Во сколько раз пятый член прогрессии больше второ­
го, если известно, что все члены прогрессии положительны?

983. В треугольнике, площадь которого равна 12 см2, середи­
ны сторон соединены отрезками. Во вновь полученном тре­
угольнике точно так же образован новый треугольник и т. д. 
Найти сумму площадей всех получающихся таким построе­
нием треугольников.

984. В цветочный магазин поставили 50 красных, 100 белых и 
150 жёлтых гвоздик.
1) Сколько различных букетов по 3 гвоздики в каждом 
можно составить из имеющихся цветов?
2) Сколько различных букетов, состоящих из одной крас­
ной, одной белой и одной жёлтой гвоздик, можно собрать 
из имеющихся цветов?
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3) Сколько различных букетов, содержащих 2 красные, 
2 белые и одну жёлтую гвоздики, можно составить из име­
ющихся цветов?
4) Сколько различных букетов, содержащих 3 красные, 
одну белую и 5 жёлтых гвоздик, можно составить из име­
ющихся цветов?

985. Состав нужно скомплектовать из различных 7 плацкартных, 
6 купейных вагонов и одного вагона-ресторана. Сколькими 
способами можно скомплектовать вагоны в состав?

986. Состав нужно скомплектовать из 7 плацкартных, 6 купей­
ных вагонов и одного вагона-ресторана. Сколько существу­
ет последовательностей расположения имеющихся вагонов 
трёх типов?

987. Для проверки на всхожесть было посеяно 300 семян, из ко­
торых 255 семян проросли. Какова вероятность прорастания 
отдельного семени в этой партии? Сколько семян в среднем 
взойдёт из 1000 посеянных?

988. Вероятность того, что размеры детали, выпускаемой стан­
ком-автоматом, окажутся в пределах заданных допусков, 
равна 0,96. Какое количество годных деталей в среднем 
будет содержаться в каждой партии объёмом 400 штук?

989. Отдел технического контроля проверяет половину изделий 
некоторой партии и признаёт годной всю партию, если сре­
ди проверенных изделий не более одного бракованного. Ка­
кова вероятность того, что партия из 20 изделий, в которой 
2 бракованных, будет признана годной?

990. В ящике 10 деталей, 4 из которых окрашены. Сборщик на­
угад взял 3 детали. Найти вероятность того, что хотя бы 
одна из взятых деталей окрашена.

991. Отдел технического контроля проверяет изделия на стан­
дартность. Вероятность того, что изделие стандартно, равна 
0,9. Найти вероятность того, что из двух проверенных из­
делий только одно стандартное.

992. Завод в среднем даёт 27% продукции высшего сорта и 70% 
первого сорта. Найти вероятность того, что наугад взятое 
изделие будет или высшего, или первого сорта.

993. При каждом включении двигатель начнёт работать с веро­
ятностью 0,8. Какова вероятность того, что для его запуска 
потребуется не более двух включений?

994. С первого станка на сборку поступает 40% всех изделий, со 
второго — 30%, с третьего — 30%. Вероятности изготовле­
ния бракованной детали для каждого станка соответственно 
равны 0,01, 0,03 и 0,05. Найти вероятность того, что наугад 
поступившая на сборку деталь бракованная.
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Ml 6. Функции и графики
995. Найти коэффициенты k и Ъ линейной функции у = kx + Ъ, 

если её график проходит через точки А и В:
1) А(—1; -2), В(3; 2); 2) А(2; 1), В(1; 2);
3) А(4; 2), В(-4; -3); 4) А(-2; -2), В(3; -2).

996. Через точку А(-3; 2) проходит прямая, параллельная пря­
мой, проходящей через точки В(—2; 2) и С(3; 0). Записать 
формулы, задающие линейные функции, графиками кото­
рых являются данные прямые.

997. Выяснить, принадлежит ли прямой х + = 1 точка А:
1)А(-1;4); 2) А(0; 3); 3) А(1; 0); 4) а(|;-1).

з
998. Линейная функция задана формулой у = - — х + 2. Найти:

1) точки А и В пересечения графика этой функции с ося­
ми координат;
2) длину отрезка АВ; g
3) расстояние от начала координат до прямой у = — — х + 2.

999. Найти значения х, при которых график функции у = 2х — 1 
лежит ниже графика функции z/ = 3x-2.

1000. Найти значения х, при которых график функции 
у = (д/з - 2) х - д/З лежит выше графика функции

у = (1 + л/з ) х + 2л/3.

1001. Доказать, что функция у = 2х - 3 возрастает.
1002. Доказать, что функция у = -^Зх - 3 убывает.
1003. Выяснить, пересекаются ли графики функций:

1) у = Зх — 2 и у = Зх + 1; 2) у = Зх - 2 и у = 5х + 1.
1004. Построить график функции:

1)г/ = 2-|х|; 2)г/ = |2-х|; 3) у = |2 - х| + \х - 3|.
Выяснить, пересекает ли график каждой из данных функ­
ций прямую у = 3. В случае утвердительного ответа найти 
координаты точек пересечения.

1005. Дана функция у = х2 - 2х - 3.
1) Построить её график и найти значения х, при которых 
z/(x) < 0.
2) Доказать, что функция возрастает на промежутке [1; 4].
3) Найти значение х, при котором функция принимает 
наименьшее значение.
4) Найти значения х, при которых график функции 
у = х2 - 2х - 3 лежит выше графика функции у = -2х + 1.
5) Записать уравнение касательной к параболе у = х2 - 2х - 3 
в точке с абсциссой, равной 2.
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1006. Дана функция у = -2х2 + Зх + 2.
1) Построить её график и найти значения х, при которых 
z/(x) < 0.
2) Доказать, что функция убывает на промежутке [1; 2].
3) Найти значение х, при котором функция принимает 
наибольшее значение.
4) Найти значения х, при которых график данной функ­
ции лежит ниже графика функции у = Зх + 2.
5) Записать уравнения касательных к параболе у = 
= -2х2 + Зх + 2 в точках с ординатой, равной 3.

1007. Совершая воскресную прогулку, автомобилист дважды 
останавливался для осмотра достопримечательностей. По­
сле второй остановки он вернулся домой. На рисунке 
143 изображён график движения автомобилиста (по оси 
абсцисс откладывалось время в часах, по оси ординат — 
расстояние от дома в километрах). С помощью графика 
ответить на вопросы:
1) С какой скоростью автомобилист ехал до первой оста­
новки?
2) Сколько времени он потратил на осмотр достопримеча­
тельностей?
3) Какова средняя скорость движения автомобилиста (без 
учёта остановок)?

1008. На рисунке 144 представлено изменение курса акций не­
которой компании в течение октября (по оси абсцисс от­
ложены числа месяца, по оси ординат — стоимость одной 
акции в рублях). Два брокера 4 октября купили по 90 ак­
ций каждый, 12 октября первый из них продал 30 акций, 
второй — 35 акций. Оставшиеся акции оба брокера про­
дали 30 октября. Которому из брокеров сделка принесла 
меньшую прибыль? На сколько рублей он получил мень­
ше, чем другой брокер?

§7 343
Упражнения



1009. Сигнал с корабля можно различить в море на расстоянии 
одной мили. Корабль А идёт на юг, делая 3 мили в час, 
и в настоящее время находится в 5 милях к западу от 
корабля В, который идёт на запад со скоростью 4 мили 
в час. Будут ли корабли на расстоянии, достаточном для 
приёма сигнала?

1010. Выяснить, пересекаются ли графики функций: 
9 31) у = х2 и у = х+6; 2) у = — и у = 4(х + 1);
11 Х 1

3) У= *х2 и у= 4)z/ = 2x-1hz/=—.О Л Л
1011. Построить график и выяснить, является ли ограниченной 

функция:
„ = /2х - х2 при х < 1, у _ . х2 + 2х+2 при х < 1,

[2-хприх>1; 1ухприх>1.

1012. Построить график и выяснить, является ли непрерывной
функция:

1
21) У =

log2 (х - 1) при X < 1, 
л/х-1 при х > 1;

2)
2 при х < 1,

у^х - 1 при х > 1;
У = 1

3) у =
х2 - 1 при х < 1, 
log2 х при х > 1; 4)

|3* - 1| при х < 0, 
л/х - 1 при х > 0.

У =

1013. Выяснить, является ли чётной или нечётной функция:
1) у = 2х + 2 х; 2) у = 3х - 3 х;

! 3 + х , ч , 5 + х3) Z/ = ln----- ; 4) У = In------  .
' 3-х ' 5-х

1014. Исследовать на чётность и нечётность функцию:
1) у = 2х2 - 1; 2) у = х - х3; 3) у = х5 - ~ ; 4) у = sin х

1015. Выяснить, является ли чётной или нечётной функция:
1) у = xsinx; 2) i/ = x2cos2x;
3) у = х + sinx; 4) i/ = x + cosx.

1016. Выяснить, при каких значениях х возрастает функция:
1) у = у]х2 - 9х - 10; 2) у = ^7 - 6х - х2;

.. _ 1 _ з
5) У х2-4’ 6) У х2 + Зх-4’

1017. Выяснить, является ли периодической функция:
1)г/ = 25х-1; 2) г/ = 2^х^.

344 Глава VIII
Повторение курса алгебры и начал математического анализа



Найти наименьший положительный 
(1018—1019).

период функции

1018.

1019.
1)

1)
3)

Зх у = cos —; у 2 
у = cos3x;
у = tg5x;

1020. Исследовать на 
функции:

2) у = 2sin0,6x.

2) у = sin
4) у = sinx + tgx.

чётность и нечётность и построить график

1021.
1) у = —х4 + 4х2 - 5; 2) у = х3 - 4х.
Найти наибольшее или наименьшее значение функции

1022.
у = ах2 + Ъх- 4, если у(1) = 0 и г/(4) = 0.
Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 
1) у = sin2x - V3cos2x; 2) у = 2cos2x + sin2x.

[1023. Дана функция Дх). Найти корни уравнения Дх) = а, а так­
же наибольшее и наименьшее значения функции, если:

• 4 4ч д? / \ sin х + cos х1) № = —---------- 6-’а=
sin X + COS X

4 2„ j,z х 2sin х + 3cos х2) Л*) =------- 7---------- 5—
2 cos х + sin x

10.
9

7
, 15, а =—

1024. Найти коэффициенты а,
7

Ъ, с квадратичной функции

1025.

1026.

1027.

у = ax2 + Ъх + с, если у(-2) = 15, у(3) = 0, у (0) = -3.
Построить график функции у = ^25 - х2. Найти по графи­
ку промежутки монотонности функции. Доказать, что гра­
фик данной функции симметричен относительно оси Оу.

5
Построить график функции у =------ . Показать, что

х - 2
функция убывает на промежутках х<2 и х>2. В какой 
точке график функции пересекает ось ординат?
Выяснить основные свойства и построить график функции:

1) */ = Зх+1; 2) У = 3) у = log2(x + 1);

1028.

4) у = logi(x- 1);
з

Построить график 
1) у = 2х1-3;

5) у = д/х + 1 - 2; 6) у = yj2x - 1 + 1.

1029.

3) у = 2 sin (х - ;

функции:
2) У = log2 (х + 2) + 3;

( , л I cos хН—
4) У =-------^-^ + 1.

При каких значениях а графики функций 
у = х2 - 4х + 2 и у = -2х + а 

имеют общие точки?

§7 345
Упражнения



Найти область определения функции (1030—1033).
1030. 1) у = 2х + lg(6 - Зх);

з) z/=—V-;
cos 2х

2) z/ = 3"x-21n(2x + 4);
4) y = tS^-

1031. 1)

*/= log3

2) = + 3> У =у х +1 х - 3
х2 — 6х — 16
х2 - 12х + 11

1032. 1) 2) у = /1оё1 (х-3)-1.
X - 6

1033. 1)

2)

£/ = V log0>8 (х2 - 5х + 7); 

z/ = ^log0>5 (х2-9);

3) [log4 (1 + 6х) + logi (1 + 7х)
8

4) l°g27 1 + — x'l
< 2 J

- log x (1 + 2x)
3

У =

У =

У =

2

Найти множество значений функции (1034—1037).
1034. 1) у = х2 + 6х + 3; 2) у = -2х2 + 8х - 1;

3) У = ех + 1; 4) У= 2 + -.X

1035. 1) у = 0,5 + sin | х - — 2) у = 0,5cosx + sinx

1036. 1) у = у/бх - 7 - 2х; 2) у = д/х2 - 4х - 5.

1037. 1) у = sinx • cosx; 2) i/ = log2(x2 + 2).

1038 Найти все значения х, при которых функция
у = 6cos2x + 6sinx - 2

принимает наибольшее значение.

[1039.] Найти все значения а, при каждом из которых наимень 
шее значение функции

у = х2 + (а + 4)х + 2а + 3
на отрезке [0; 2] равно -4.

1040.] 1) Найти все значения а, при каждом из которых наи 
меньшее значение квадратичной функции

у = 4х2 - 4ах + а2 - 2а + 2
на отрезке [0; 2] равно 3.
2) Найти все значения параметра а, при каждом из кото 
рых наименьшее значение функции

у = 4пх + | х2 - 8х + 71
больше 1.
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[1041J Найти все значения параметра а, при каждом из которых 
вершины двух парабол

у = 4х2 + 8ах - а и у = 4ах2 - 8х + а - 2 
лежат по одну сторону от прямой у = -5.

1042. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
2 cos4 х + sin2 х

У = -------7------------7—•
2 sin х+3 cos х

1043. Найти угловой коэффициент касательной к графику функ­
ции у = f(x) в точке с абсциссой х0, если:

1) f (х) = sin х + cos х, х0 = 2) Дх) = cos3x, х0 = ^.

1044. Найти угол между осью Ох и касательной к графику 
функции у = Дх) в точке с абсциссой х0, если:
1) f (х) =- \[х, х0 = 1; 2) f(x) = 2xVx, х0 = -.

4х2 3
1045. Написать уравнение касательной к графику функции 

у = Дх) в точке с абсциссой х0, если:
1) /(х) = _$ Хо = 1. 2) Дх) = 2х4-х2 + 4, х0 =-1.

4хух 4
1046. Найти угловой коэффициент касательной к графику функ­

ции у = х2 — х + 1 в точке пересечения его с осью Оу.
1047. Найти угловой коэффициент касательной к графику функ­

ции у = Зх3 - 1 в точке с ординатой у = 2.
1048. Прямая у = 4х + а является касательной к параболе 

у = 6 - 2х + х2. Найти а и координаты точки касания.
1049. Найти точки, в которых касательные к графику функции 

у = 4х3 - 9х2 + 6х + 1 
параллельны оси абсцисс.

1050. На параболе у = Зх2+ 7х + 1 найти такую точку, в которой 

касательная к параболе образует с осью абсцисс угол •
X 4

1051. Найти все точки графика функции Дх) = е 3 , в которых 
касательная к этому графику проходит через начало коор­
динат.

1052. Написать уравнение касательной к графику функции 
у = Дх) в точке с абсциссой х0, если:
1) Дх) = х1п2х, х0 = 0,5;
2) Дх) = 2-х, х0= 1.

1053. Найти угол между осью Ох и касательной к графику 
функции у = х3 - х2 - 7х + 6 в точке М(2; -4).

1054. Найти тангенс угла, который касательная к графику функ­
ции у = х2е~х в точке с абсциссой х = 1 образует с осью Ох.
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1055. Найти угол между осью Ох и касательной к графику

функции у = — cos I Зх - — | в точке с абсциссой х = —.
3 v 6) з

1056. Записать уравнение касательной к графику функции

в точке его пересечения с осью Ох.
1057. Записать уравнение касательной к графику функции 

/(х) = д/х3 + 1
в точке с абсциссой х = 4.

1058. Найти тангенс угла между касательными, проведёнными 
к параболе у = х2 из точки (0; 9).

1059. Найти промежутки монотонности функции:
4- 1 X2 — 11) У = ^±1\ 2) У = —

х2 - 1 х

Найти точки экстремума функции (1060—1061).
1060. 1) у = (х - I)3 (х - 2)2;

1061.
_ „ Зх2 + 4х + 4
1) У = —2------------

2) у = 4 + (6 - х)4.

х2 + 6х + 3
2> У= Зх + 4 •

Найти наибольшее 
(1062—1064).

1062. 1) у = 2sinx + sin2x

и наименьшее значения

на отрезке 0; —
2

функции

2) у = 2sinx + cos2x на отрезке 0;- 

1063. 1) у = ^х + 5 на отрезке [-1; 4];

2) у = sinx + 2a/2cosx на отрезке 0; — .
2J

1064. 1) z/ = lnx-x на отрезке [0,5; 4];
2) у = Хд/1 - х2 на отрезке [0; 1].

1065. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

у = 2 - 3sinx + 4cosx на отрезке 4л. 2л
3 ’ 3

1066. При каком значении а наибольшее значение функции 
у = х3 - Зх + а на отрезке [-2; 0] равно 5?

1067. При каких значениях а функция у = х3 - Зах2 + 27х - 5 
имеет единственную стационарную точку?

1068. Найти эстремумы функции:
1) f(x) = х3 + Зх2 - 9х + 4;
2) f(x) = х4 - 2х5 + 5.
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1069. Исследовать с помощью производной функцию 
у = Xs - Зх + 2

и построить её график. Найти точки, в которых касатель­
ные к графику параллельны оси Ох.

1070. Исследовать с помощью производной функцию
о „ оу = х - 5х - х + 5

и построить её график. Записать уравнение касательной 
к графику этой функции в точке с абсциссой, равной 4.

Исследовать функцию 
(1071—1073).

У = f(x) и построить её график

1071. 1) Дх) = 4х3 + 6х2; 2) /(х) = Зх2 - 2х3;

3) f(x) = |x3-x; 
О 4) р z \ 4 1 2/(х) = X - - X .

1072.
4

1) у = -— + х ; 2) у = х4 - 2х2 - 3.

1073. 1) у = —х3 - х2-Зх+ 9; 2) у = -х4 + 6х2 - 9;

ох х2 + 1 х2 + 23) у ;X 4) У 2х
1074. Периметр осевого сечения цилиндра 6 дм. При каком ра­

диусе основания цилиндра его объём будет наибольшим?
1075. Найти наибольший возможный объём цилиндра, площадь 

полной поверхности которого равна 54л см2, если известно, 
что радиус основания не меньше 2 см и не больше 4 см.

1076. В правильной пирамиде SABC из вершины S проведена 
высота SO. Найти сторону основания пирамиды, если 
объём пирамиды является наибольшим при условии, что 
SO + АС = 9 и КАС <8.

1077. В правильной четырёхугольной призме диагональ равна 
2д/з. При какой высоте призмы её объём наибольший?

1078. Для функции f(x) = х~2 + cos х найти первообразную, гра-
/ 2\фик которой проходит через точку М 0,5л;-— . 
\ л/

1079. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
Дх) = х2(2х - 3) - 12(3х - 2)

на отрезке -3 < х < 6.
[1080.] Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

Дх) = 21п3х - 91п2х + 121пх
з

на отрезке е 4 < х < е3.
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[1081.] На параболе у = х2 найти точку, расстояние от которой до 
лСо 1]точки А 2; — является наименьшим.I 2)

1082.] На координатной плоскости даны точки А(3; -1) и D(4; -1). 
Рассматриваются трапеции, у которых отрезок AD явля­
ется одним из оснований, а вершины другого основания 
лежат на параболе у = 1 - х2, заданной на отрезке [-1; 1]. 
Среди этих трапеций выбрана та, которая имеет наиболь­
шую площадь. Найти эту площадь.

[1083. На координатной плоскости дана точка К(3; 6). Рассма­
триваются треугольники, у которых две вершины симме­
тричны относительно оси Оу и лежат на параболе у = 4х2, 
заданной на отрезке [-1; 1], а точка К — середина одной 
из сторон. Из этих треугольников выбран тот, который 
имеет наибольшую площадь. Найти эту площадь.

1084. Каковы должны быть коэффициенты р и q квадратичной 
функции у = х2 + рх + q, чтобы при х = 5 она имела мини­
мум, равный 1?

1085. Какой должна быть высота конуса с образующей 20 дм, 
чтобы его объём был наибольшим?

1086. Какую наименьшую площадь полной поверхности имеет 
цилиндр, если его объём равен V?

1087. Найти радиус основания цилиндра, вписанного в шар ра­
диуса R и имеющего наибольшую площадь боковой поверх­
ности.

1088. Найти высоту цилиндра наибольшего объёма, вписанного 
в шар радиуса R.

1089. Найти высоту конуса наибольшего объёма, вписанного 
в шар радиуса R.

1090. В конус с заданным объёмом V вписана пирамида, в ос­
новании которой лежит равнобедренный треугольник с 
углом при вершине, равным а. При каком значении а 
объём пирамиды будет наибольшим?

1091. Из всех цилиндров, у которых периметр осевого сечения 
равен р, выбран цилиндр наибольшего объёма. Найти этот 
объём.

1092. Из всех цилиндров, которые можно поместить внутри сфе­
ры радиуса R, найти цилиндр наибольшего объёма.

1093. Консервная жестяная банка заданного объёма должна 
иметь форму цилиндра. При каком соотношении между 
диаметром основания D и высотой Н цилиндра расход же­
сти будет наименьшим?

1094. Из всех правильных треугольных призм, которые вписаны 
в сферу радиуса R, выбрана призма наибольшего объёма. 
Найти высоту этой призмы.
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1095. Из всех цилиндров, вписанных в конус с радиусом основа­
ния R и высотой Н, найти цилиндр наибольшего объёма. 
Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями 
(1096—1100).

1096. 1) у = - 1, у = 3 - х, у = 0;
1 2 X2

2) У =—, у = х, у = —. х 8
1097. 1) у = 4х - х2, у = 5, х = 0, х = 3;

2) у = х2 - 2х+ 8, у = 6, х=1, х = 3;
3) у = sinx, у = 0, х = -^, х = л;

4) у = cosx, у = 0, х = “, х = ^-

1098. 1) у = д/х, у = 2, х = 9; 2) i/ = x2+3, у = х + 5.

1099. 1) у = 9 - х2, z/ = (x-1)2-4; 2) у = х2, у = &с.

1100. 1) у = cosx, х = —, у = 0;

2) у = 3х, х = -1, х = 1, у = 0;

3) у = 2cos3x - 5sin2x + 10, г/ == 0, х = -—, х = —. 
4 4

1101. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции 
у = 9х — х3 и касательной к этому графику в его точке с 
абсциссой 3.

|1102. Доказать, что при -1<х< 1 сумма arcsinх + arccosx рав­
на С, где С — постоянная. Найти С.

1103 . Найти все значения Ъ, при каждом из которых произво­
дная функции

Дх) = sin2x - 8(Ь + 2)cosx - (4&2 + 16& + б)х 
отрицательна на всей числовой прямой.

5-104. Найти все значения х, при которых касательные к графи­
кам функций

у = 3cos 5х и у = 5cos Зх + 2 
в точках с абсциссой х параллельны.

5105.] Графику функции у = -х3 + ах2 + Ъх + с принадлежат точки 
А и В, симметричные относительно прямой х = 2. Касатель­
ные к этому графику в точках А и В параллельны между 
собой. Одна из этих касательных проходит через точку (0; 
2), а другая — через точку (0; 6). Найти а, Ъ, с.

1106 .] Графику функции у = х3 + ах2 + Ъх + с принадлежат точки 
А и В, симметричные относительно прямой х = — 2. Каса­
тельные к этому графику в точках А и В параллельны 
между собой. Одна из этих касательных проходит через 
точку (0; 1), а другая — через точку (0; 5). Найти а, Ъ, с.
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1107 .] График функции у = х3 + ах2 + Ъх + с, с < 0, пересекает 
ось ординат в точке А и имеет ровно две общие точки М 
и N с осью абсцисс. Прямая, касающаяся этого графика 
в точке М, проходит через точку А. Найти а, Ь, с, если 
площадь треугольника AMN равна 1.

1108 .] График функции у = -х3 + ах2 + Ъх + с, с > 0, пересекает 
ось ординат в точке D и имеет ровно две общие точки А 
и В с осью абсцисс. Прямая, касающаяся этого графика 
в точке В, проходит через точку D. Найти а, Ь, с, если 
площадь треугольника ABD равна 1.

11 109.1 В какой точке графика функции у = (х - I)2, 0<х<1, 
нужно провести касательную к графику, чтобы площадь 
треугольника, ограниченного этой касательной и осями 
координат, была наименьшей?

1110. На параболе у = 2х2 - Зх + 8 найти точки, касательные 
в которых проходят через начало координат.

1111. Парабола у = х2+ рх + q пересекает прямую у = 2х - 3 
в точке с абсциссой 1. При каких значениях р и q рас­
стояние от вершины параболы до оси Ох является наи­
меньшим? Найти это расстояние.

1112. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = 
= 4х - х2 и касательными к ней, проходящими через точку

\2 )

1113. При каком значении k площадь фигуры, заключённой 
между параболой у = х2 + 2х - 3 и прямой у = kx + 1, наи­
меньшая?

1114. ] Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 
у = 0,5х2 — 2х + 2 и касательными к ней, проведёнными

через точки и В (4; 2).

1115. ] Через точку графика функции у = у[х с абсциссой а, где

значение а, при котором площадь треугольника, ограни­
ченного этой касательной, осью Ох и прямой х = 3, будет 
наименьшей, и вычислить эту площадь.

1116. Дана фигура, ограниченная кривой у = sinx и прямыми

провести прямую через точку (0; 0), чтобы эта прямая раз­
бивала данную фигуру на две фигуры равной площади?
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М 7. Производная и интеграл
1117. Найти значение производной функции Дх) в точке х0, если: 

1) f(x) = x3-^- + x, х0 = |; 2) /(х) = ^, х0 = 1;

3) f (х) = х“3 - -4 + Зх, х0 = 3; 4) f(x) = —, х0 = -.
х sin х 4

1118. Найти значения х, при которых равно нулю значение про­
изводной функции:
1) f(x) = sin 2х - х; 2) Дх) = cos 2х + 2х;
3) Дх) = (2х - I)3; 4) Дх) = (1 - Зх)5.

1119. Показать, что = если Дх) = (2х - 3)(3х2 + 1).

1120. Найти значения х, при которых значения производной 
функции

/(х) = х3 - 1,5х2 - 18х + л/з 
отрицательны.

1121. Пуля вылетает из пистолета вверх со скоростью 360 м/с. 
Найти скорость пули в момент t = 10 с и определить, 
сколько времени пуля поднимается вверх. Уравнение дви­
жения пули h = vot — 4,9f2.

1122. Колесо вращается так, что угол поворота прямо пропорцио­
нален кубу времени вращения. Первый оборот был сделан 
колесом за 2 с. Определить угловую скорость колеса через 
4 с после начала вращения.

1123. Трудоёмкость (объём) комплекса работ Q измеряется в че­
ловеко-часах (чел.-ч). Бригада осваивает объект так, что 
выполненный объём работ как функция времени описыва­
ется формулой Q = 16СИ чел.-ч (где t — время в сутках). 
Какова скорость освоения объёма работ (интенсивность) 
q чел.-ч в сутки? Сколько человек в бригаде, если суточ­
ная норма рабочего 8 чел.-ч в сутки?

1124. Дневная производительность труда (за 7 рабочих часов) ра­
бочего машиностроительного завода описывается функцией 
у = -0,09£2 + 0,28£ + 10,06, где t — время в часах, у — ко­
личество продукции. Сколько продукции производит рабо­
чий за один год (260 рабочих дней)?

Найти производную функции (1125—1127).

1125. 1)
_ х5 - Зх3 + 2х2 - х + 3

2) у = ^- 
yjx

У о »
х3

1126. 1)
_ Зх2 - 2х +1

У х + 1 ’ 2)
2х2 - Зх +1 

У =------------------ •У 2х + 1

1127. 1) у = (2х + I)2 д/х - 1; 2) У = х2 ^(х + 1)2;

3) у = sin2xcos3x; 4) у = xcos2x.
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1128. Найти производную функции у = log3x + 4(7x - 4) в точке 
х = 2.

1129. Найти значения х, для которых производная функции 
Дх) = (х - 1)(х - 2)(х - 3)

равна -1.

ИЗО. Определить знак числа /'(2), если:
2

1) f(x) = e3~2x-x2-, 2) =
eL

1131. Дана функция / (х) = - + Найти 1
-------- 1 - sin 2х 6 J

1132. Найти значения х, при которых f (х) < g'(x), если
/(х) = х3 + х2 + Хл/з, g(x) = Хд/з + 1.

1133.

1134.

Для функции /(x) = cos4x найти первообразную F(x), если 
f(—V-1.

Найти первообразную функции:

1) = 2) у =X + 1 X - 1

Вычислить интеграл (1135—1136).

[1135. 1)
9
j^/x - ldx; 2)

71
4
j(2cos2x - l)dx;

3)

2

4 2
4)

71
6

jx-^36 - x2 dx.

1136, 1)

J х-2
3

71
jsinxc/x; 2)

0

Л
3
j cosxdx;

3)

Tl

2

1
j (x2 + 2x + 3) dx-, 4)

л
6

2
j(x2 - 6x + 8) dx-,

5)

-2

3
j(x-2 +1) dx-, 
i

6)

i
i
f 2 ,------- dx.J 5 - 4x

-1
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Ответы
Глава I 

1. 2) х € R; 4) х * 0; 6) х < -1, х > 1. 2. 2) 0 < у < 2; 6) -1,25 < у < -0,75.

3. 2) х яп, n&Z; 4) х — + —, n€Z. 4. 1) х^яп, n^Z, /| — | = 0,
7 7 10 5 UJ

(Чя\ 1
f — = 1; 2) х * - + п, п & Z, /(0) = 0, /(-I) = 1, /(100) = 100. 5. 2) х = 2яп, 

к. 2 J 2
п € Z; 4) - — + 2яп < х < — + 2яп, п € Z; 6) - — + 2яп < х < — + 2яп, п € Z. 

3 3 2 2
6. 2) х* n£Z; 4) х* | + яп, MZ. 7. 2) —1 < г/ < 1; 4) 1 < у < 10;

6) -л/З < у < л/з. 8. 1)-726<г/<л/26; 2)-1<г/<3; 4) -2<г/<4. 9. 1) - <г/<1;
2

2) -<у<1. 12. 2) Нечётная; 4) нечётная; 6) чётная. 13. 2) Не является 
4

чётной и нечётной; 4) чётная; 5) чётная. 16. 2) Чётная; 4) нечётная; 6) чёт­
ная; 8) нечётная. 18.2)^; 4) я. 19. 2) 2л; 3)л; 4) 6л. 20.1) Является, Т = 2л;

2) не является; 3) является, Т = я. 22.—. 23. 1) 2л; 2) л. 24. Т = 2|&- а|.
2

1 а/ч 125. Т = 4\а-с\. 26. 2Т. 29. 1) 0; 2)--; 3)-^; 4) 0. 30. 1) - ; 2) 0;
2 2 2

3> 1= 
жит;

4) — . 31. 1) Принадлежит; 2) не принадлежит; 3) не принадле- 
4 г я г п г т

4) принадлежит. 33. 2) ——;0 L 2 0; — ;
2J 4) [-л; 0], 0; — . 

2J
34. 2) cos— < cos^-^; 4) cos —— < cos —— ; 6) cos 4 < cos 5. 35. 2) —,

7 7 I 7 J I 7 J 7 4
7л 9л 2л 4л 8л , 2л—, ---- ; 4)-----,-----,----- . оо. 2) О ч X ч —,
4 4 3 3 3 3

4л , , 8л .. я 11л— ч х ч — ; 4) — < х < -----
3 3 6 6

— < х < Зл. 37. 1) а) (-оо; 2л]; б) [-1; оо); в) [Я; 2л]; 2) а) [-Зл; °°); 
6

б) [-1; о°); в) [-Зл; —2л], [-л; °°). 38. 2) sin ^<cos — ; 4) sin — > cos —; 
7 7 5 5

6) cos

17л
6

л— > sin
8

Зл
10'

л 
18’

л л— < х < —, 
18 18

11л 13л 23л 25л .„ 5л 7л----- > ----- , ----- , ----- ■ 40. —, —,
18 18 18 18 6 6

11л < < 13л 23л < < 25л
18 Х 18 ’ 18 Х 18 '

42. 2)

41. 2)

. „ л43. — ;л
|_2

ОТТ q 4 .4 1 \ /Л Л—; 2л . 44. 1) хл = 0, , Хо = л;. 2 J 71 2 2 3

39. 2) -—,

2) х = 3) х = 2л; 714) х =---- . 45. 1) Имеет; 2) не имеет. 46. 1) 2 ре-
2
TU Л 2 Лшения; 2) 3 решения. 50. 1)---- + л/г < х < — + л/г, k € Z; 2) — + 2лп < х <
6 6 3 у—

< — + 2яп, ntZ; 3) + 2л/г < х < — + 2л/г, feeZ. 52. 1) 1; 2) —;
3,- ’ 4 4 2
_/q л/Ч 4

3) —; 4) —. 53. 1) 1; 2) 2; 3) — ; 4) 2. 54. 1), 3) Не принадлежит; 
2 2 3

2), 4) принадлежит. 56. 2) л. Зл 
2’ 2

—;2л 
2

4) -2л----- ,L 2 J
Зл
2

— л
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>~r о\ • 1 3 Л • 11Л о\ • I 8 Л 1 • ( 9 Л ] <. . п , п о о > Л57. 2) sin----->sin------ ; 3) sin------> sin------- ; 4) sin 7 > sin 6. 58. 2) —,
7 7 I 7 ) I 7 ) 4

Зл 9л 11л 4л 5л ,— , — , ----- ; 4) — , — . 59. 2) 0 < х <
4 4 4 3 3

4 л 5 л
4) 3 < х < з • 60’ 1} а) (-оо; Зл]; б)

л Зл , , 9л 11л— , — < х < — , -----
4 4 4 4
[-1; оо); в) (-со; 0),

< х < Зл;

л, Зл
2’2’

5 л п—; Зл ;. 2 J 2) а) [-2л; 2л]; б) [-1; 1]; в) [-2л; -л], 0; —
4J

л. Зл 
2’Т

61. оч • 9л2) sin — 
8

9л cos—;
8

. \ • л Зл4) sin- < cos—.
8 10

11л62. 2) - — 
9

10л 5л 4л

л
9 ’
_ 4л

9

2л 7л
9’9’

л< х < — ,
9

8л 7л 11л оч Зл . 11л Юл 5л— . 63. — , ----- . 64. 2)------- < х <---------,---------< х <--------
9 6 6 2 9 9 9
2л 7л 8л , ок оч V2 V2 „„ 1Ч Г л.п
— < х < — , — < х < л. 65. 2)------ < у < —. 66. 1) — О9 9 9 2 У 2 L 2 .

[л; 2л]; 2) л. л 
2’ 2

— ;2л .
. 2 J 67. 1) х,=--’ 1 2 х2 ~ -1,25, х3 = л, х4 ~ 7,5,

9 ’ 9 ’ 9 ’

хъ = ; 2) хх = — , х2 = л, х3 = ; 3) х = 0; 4) х = + лтг, п 6 Z. 68. 1) Име­

ет; 2) не имеет. 69. 1) Три; 2) три. 73. 1) — + лтг < х < — + лтг, n£Z-, 
7л л 6 г 6 г-

2) 2лп - — < х < - + 2тт, neZ. 76.1) -1; 2) 0; 3) -V3 ; 4) 1. 77. 1) у = V3 ; 
6 6 г-

. 8 тс л \ j. I я tg—; 4)ctg|--

г~ \32) у= 1; 3) у = уЗ ; 4) у = —. 78. 1) Принадлежит; 2) не принадлежит;
3 7л

3) принадлежит; 4) принадлежит. 79. 2) tg —
8

04 X , х X К ОО 04 2л Л 4л .4 Л Зл 7л ох 04 5Л6) tgl<tgl,5. 80. 2) -—, -, —; 4) --, —, — . 81. 2) -л <х<-—,
3 3 3 4 4 4 6

л
2

л
6

л
2

82. 1) а) Зл -л; —2 J

в) ;0L 2

7л
6

Зл
2

х < 2л; 4) -л

б) [-1; ОО); в) л. л 
2’ 2

л;

5л—, л6
11л

6
; 2) а) (-л; 2л); б) R;

Зя оо 71 ТС л \ Я , Яя; — . 83. 2) —НлиС х< —I-тсп, ntZ; 4)------ \-лп<х< —
2 J 3 2 4 2 + лп,

n^Z. 84. 2) -arcctg2 + л, -arcctg2 + 2л, -arcctg2 + Зл. 85. 2) 0 < х< arctg4,
л , . Зл— < х < arctg4 + л, —<х
2 о„ 2
1 л < х< —, -arctg3 + 2л

arctg4 + 2л, — < х < Зл; 4) 0 < х < —, -arctg3 +
5л л

х < —, -arctg3 + Зл < х < Зл. 86. 2) - — + лтг <

arctg5 + лтг, п € Z; 4) -arctg5 + лтг + лтг, ntZ. 87. 2) Нет кор-
„ 5Л ЗЛ оо 04 Лней на промежутке; 4)---- , —, —, —. 88.2)----

4 12 12 4 2
л
9’

J<x<^; 4) 0<х<^. 90.2)у>-1; 4)г/>1, у<-1. 94.2) - J +
О «7 Ci Ci

/ ТС । Я -х Я гьк 1 \ 1яп<хч------ Н яп,---- 1- яп ч х < —Н яп, nEZ. 95. 1) arcsin—— < arcsin—
3’3 2 л/з V10

04 . ( 21 . f 3) о, .2 . а/5 -4 . [ 42}2) arcsin — > arcsin — ; 3) arcsin—=> arcsin—; 4) arcsin------ >l 3 J I 4 J V5 3 I 3 J

> arcsin 31
4j

96. 1) arccos^L < arccos^L; 
V3 V5

I 42)arccos —I 5 arccos

-, О 
6

4л _ л
9 ’ 6

1
3
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97. 1) arctg2V3 <arctg3V2; 2)arctg—< arctg—У; 3)arcctgV5
[ y/2) I

>arcctgV7; 4)arcctg[—<arcctg(-J2). 98. 2)x = ———

99. 2) x = -|; 4) x = -l. 100. 2) x = l; 4) x = l. 101. 1)1

; 4)x = -3-V3.

<x< 5; 2) - < 
3

< x < 1; 3) 1 < x < 4; 4) -2 < x < -1, 1 < x < 2; 5) 0 < x < 25; 6) | < x < 1;

8)
1-л/5.1 + V5

2 ’ 2 108. 2) x * — + Tin, n&Z; 4) - — + 2лтг < x < — + 2nn, ’22 2

ntZ; 6) x Tin, x^(-l) — + Tin, n€Z. 109. 2) -1<i/<1; 4) 5<z/<7; 
6

6) —4<z/<—2. 110. 2) Нечётная; 4) не является чётной и нечётной.
112. 2) sin(—1) < cos 1; 4) cos3<tg4.
114. 2) i;l .

42 J

4)
L 3 ’ 2/

115. 1) —; 2) 116.
3 4

Л Л | 2 Л _—; - , —; л . 117. L з 2 J L з J

113. 2) у = cosx; 4) обе. 
Зл .. л ) 5л Зл

L 4 J |_4 J |_4 2J 
л 2л 7л 8л .. _2)—,—,—,—; 4) л, Зл.
3 3 3 3

11л 7л 1118. 2) <х<-—; 4) arctg - - 2л < х <
6 6 2

— . 119. 1) Два; 2) три.

121. 2) tg4,5, tg3, tg2, tgl,8. 122. 2) лтг < x < - + Tin, n € Z. 123. 2) - 
2 2

и ; 4) 1 и -2. 124. 2) Чётная; 3) нечётная. 125. 2) 4л. 127. 1) х = — +
2 2

2ттт7 ТГ •\/2
+ Tin, х = 2пп, neZ; 2) х = ------, х =---------\-2тш, ntZ. 128. 1) х =----------Н

3 2 2
+ 3; 2) х = -3,5. 129. - — + 2лтг < х < — + 2лп, n&Z. 131. 2) -1<у< - .3 3 > у 4

132. 1) — + 2лтг < х < — + 2лтг, n€Z; 2) лтг < х < — + лтг, п € Z. 133. 90°.
4 4 2

Глава II

136. 1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 1. 138. 1) | ; 2) |; 3) |; 4) |; 5) Д; 6)
3 3 О 2 у 2 2

З/о г- 1

139. 1)—; 2) 2; 3) V3 ; 4) 0. 140. —. 141. 1) 0; 2) -6; 3) 3; 4) 7. 
2 da^

142. 1) 1 и 2; 2) 2 и 1; 3) 0 и 1; 4) -1 и 2. 144. 1) х = 2, х =-2; 2) 
х = -|; 3) х = -2, х=1; 4) х = -1, х = 0, х = 1. 145. 1) у = 3; 2) у = 5; 

3) г/ = -|. 146. 1) f ; 2) |; 3) |; 4) |; 5) л/з ; 6) f . 147. 2) Нет;

4) да. 148. 1) [-2; 4], [-3; 3]; 2) [-2; 5], [-3; 0] U [2; 6]; 3) [-3; -1) U (-1; 3), 
25 )

(0; 4]; 4) [-6; 3], (-3; 1]. 149. 1) R, ;+°° ; 2) R, (-°о; 4]; 3) х#1, 
4 )

у 0; 4) х 5й -1, у т^1. 151. 1) а); 2) х =-1 в случаях в) и г); 3) а), б). 
152. а) 1), 4) Да; 2), 3) нет; б) все — нет; в) 1) при х 2; 2) при 
0<х<2 и при х > 2; 3) при х 2; 4) при х^1. 153. 1) Нет; 2) нет; 
3) да; 4) нет. 155. 1) 1; 2) 1; 3) -; 4) -1. 156. 2) + ~ ~ (х ~ 1};

л 3 /г
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4) ((х + Л)2 + 2)-(х2 + 2). 6) (2(х + /г)3 + (х + /г)) - (2х3 + х)
h ’ h ■ . ) ,

4) 6х + 5. 158. 2) -4; 4) -7. 159. 2) 5. 160. 2) р(2) = 0,3, и(8) = 0,3. 
161. 2) 10t. 162. 2) 2,91. 163. 2) 2х-1; 4) -54х; 6) 1,8х2; 8) 16х. 
164. 2) 12х + 5; 4) 1 - 16х; 6) -36х2 + 18; 8) -9х2 + 4х - 1. 165. 2) /'(0) = 
= —2, /'(2) =10; 4) Г(0)=1, /'(2)=13. 166. 2) х=1,5; 4) х = -0,5; 
6) х = -1. 167. 2) 5х4 - 8х3 + Зх2 - 4х; 4) 9х2 - 24х. 168. 2) 44. 169. 2) 1;

к 4- Ч v2 — fir- 1 /--------
4)--%. 170. ---- ох \ 171. 2) f(^(x)) = lg 7x^1; 4) /(g(x)) =

18 (х -1)2

= 172. 4) З(х3 - х2)2(3х2 - 2х) = Зх5(х - 1)2(Зх-2). 173. 2) х > 2;
\ х - 3

4)х^~. 174. 2) х < 0, х > 2. 175. 2) х>0,5. 176. 2) f(g(x)) = |sinx|. 
3

177. 1) g(x) =2х + 3; g'(x) =------- 1——-, 2)g(x) = Vx; g'(x) = -±=.
x-2 (x - 2)2 2Vx

178. 2) 3(x3 - 2x2 + 3x + 2)2(3x2 - 4x + 3). 179. 2) 12xn; 4) 21x2-21x6;
6)3x2--^. 180. 2)^^; 

x3 5^7
8) 3x2 +

+ -^7= , x > 0. 181. 2) /'(3) = f(l) = 4) /'(3) = /'(1) = 3;
2xVx 69 2 9

6) f(3) = 0, /'(1) =-8; 8) /'(3) = 24, f(l) =-4. 182. 2) xT = -4, x2 = 0,
? 

x3=l; 4) xx = -l, x2=l; 6) x=l. 183. 2) 192; 4) 31,5. 184. xT = --, 
5

5 5

x2=—, x3 = 3. 185. 2)186. 2)-6x 2; 4)-x 7 + 
2 И 3 (x-1)2 7

_7 2 11 5 4
,65 10 з „ 4 „„„ o, 3/- ,1 ,,8з2з~Ь —x ; 6) —x — 7x . 187. 2) \jx * —4) —x — —x ;

5 3 2 2^ 3 3
1 1 2

6) 1 - |x 6+|^ 3- 188. 2) (x — l)3(x+ l)6(llx- 3); 4)|(2x + l) 3 x

x (2x - 3)2(10x + 3). 189. 2) 2(3x2 + 3x + 2). 4) (x + 2)(5x - x2 - 4),

(2x + l)2 2xVx(2-x)2
190. 2) Xj = 0, x2 = —1; 4)x = 3. 191. 2) -l<x<0, x>2; 4) x>2; 6)x>l.

192. 3,5 рад/с. 193.902,5 Дж. 194. 2) 103 r/см. 195. , =■
2л/(х-2)(х-3)

196. 2) ex-cosx; 4)-^- + ех; 6)ех + ^—. 197. 2) -10е2х; 4) -6cos2x; 
х3 sin2x

х 2
6) 4ех + 8е^2х. 198. 2) 2x7 + 9cos3x; 4)-Ц + е4; 6)—|------ -х 3.

4 5 х3 COS22x 3
199. 2)-3x 3-cos4x; 4)-—х 2-sin—. 200. 2) 6х2 ч—+ 2sin2x; 

2 5 i 2л/х

4)16х7-------1------ соэЗх; 6)--------Ц-----4х5-—е2х. 201. 2) 7(х - 4)6;
cos23x 5 sin х 2

4

4)—-----; 6)-------8)-(х-4) 3. 202. 2) 30(5х - 4)5; 4)-24(3х - 1) 3;
2д/х+5 (х-1)4

358
Ответы



2 3 4
6) 15(4-Зх) 6. 203. 2)-(4х + 1) 3; 4)-2(4х + 1) 2; 6)21(2-9х) 3.

3
204. 2) -sin2x; 4) 4sin3xcosx; 6)-4х3е х ; 8) — .

2 х
205. 2)-^е х; 4)-; 6)-4sin(4x); 8)-cos[ — + 11 206. 2)--cos[— -2|; 

х х 3(3) 4 I 4 J
.ч 1 . x — 1 2 2x + 3 я„ . „ -i ox зх4)—sin------- ; 6)—cos--------- ; 8) -12cos 3x • sin3x; 10)2tg — x

3 3 5 5 2
2sin3— -L_

1 2 8x .x 2 2x + з 4x + 7x ---------=----------- • 207. 2)—------ ; 4)----------------e ; 6)------ -------- .
cos2- cos5- 4x2 - 3 (2x + 3)2 2x2 + 7x

2 2
208. 2) 4xln4; 4) 7х 3ln7; 6)-^—; 8)------- i------- . 209. 2) x = ±- + 2nn,

7 xln4 (x +3)lnl0 3

n 6 Z; 4) x = -l; 6) x = 0; 8) корней нет. 210. 2)-------ч--------------——;
з 5 3 5x ^2-71_ x 2-5x

4) —cos2x + 3 + 2(x - 1) 2; 6) 4(2 -x) 3 - lOe 2 . 211. 2) 2х2 + 3x(2x + 3)ln2; 
2 4 r r

4)—^—. 212. 2)^e2sin33x + e2 • 9sin23x• cos3x; 4) -2e3 2xcos(3-2x)- 

- 2e3-2xsin(2x - 3). 213. 2) --------- л/з^-ЧпЗ; 4) 2(x2~1) .
2Vx(3x + l) (3х +1)2 (x2 + x +1)2

214. 2)——^—|x2xln2 - 2x + log2x|; 4) sinx + cosx. 215. 2) x, = 1, 
x2ln2l ln2 J

x2 = 4; 4) корней нет. 216. 2) x € R; 4) x > 2; 6) x > 3. 217. 2) x = ^ + 2nn, 

x = 2nn, n&Z. 218. 2) 2. 219. 2(л + 1). 220. 2) f\x) = 0 при x = e-1, f\x) > 0 
при x > e 1, f'(x) < 0 при 0 < x < e x; 4) /'(x) = 0 при x=l, f(x) > 0 при
x > 1, f(x) < 0 при 0 < x < 1. 221. 2x + 5—. 222. 2) у = Зх + 7; 4) у = - -

x 2 + 5x + 6 3
1 r r~ r~ J?

6)y = --. 223. 2) у =-x - 2; 4) y = -<3 x + 4V3 -3. 224. 2) 
3 2 2

4) 3; 6) 1. 225. 2) - ; 4) - ; 6) - . 226. f'(x) > 0 в точках А и D, f\x) = 0 
4 6 4

x 3в точке В и f(x) < 0 в точке С. 227. 2) у = -6х + 12; 4) у = —|—;
4 4

6) у = х+1; 8)у = | + |. 228. 2) у= f + 1; 4) у=1- 6) у = х. 229. 2) 
Za Za О Za

4) - ; 6) - . 230. 2) - ; 4) - . 231. 2) у = 0; 4) у = 2х; 6) у = - х + 1.
4 6 2 2 2

232. 2) (1; 2); 4) 1п2;^ ; 6) (л + 2лп; п + 2пп), rAZ. 233. (0; -1), (4; 3).

234. (1; -1), у = 2х - 3; (1; 0), у = 2х - 2. 235. 1) у = п + 1 - х; 2) у = 3 - 2х. 
_з

236. 2) Нет; 4) нет. 237. 2) -5х4 + 6х2 - 6х; 4) —- 2х 4; 6) -21(4 - Зх)6; 
_з х

8)2(1-4х) 2; 10) -3sin3x. 238. 2)-sinx------ 4) 24х3 - 9ех;
cos2x

6)-^- + —. 239. 2)2е2х--; 4) 4cos—+ Зе1 “Зх. 240. 2) x2(31nx + 1); 
х4 2х х 3
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.. „ . „ х. . очх(2-х3) ..xlnx-x + 14) 2sm2x; 6) e (cosx - sinx). 241. 2)—4)------------- -—.
(x3 +1)2 x(l-x)2

242. 2) f\x) = 0 при x = -3, при x = — , при x = 4; f'(x) > 0 при x < -3,
6 $ 6

при -3 < x < — , при x > 4; f'(x) < 0 при — < x < 4; 4) f\x) = 0 при x = 1;
5 5

f\x) > 0 при x>l; f\x) < 0 при x<0 и при 0<х<1. 243. 2) e; 4) — . 
_  _ 2

244. 2) у = ЗОх - 54; 4) у = -^-х + 1 + 245. s(4) = 22 м, п(4) = 7 м/с.
2 2 6 2

246. 2) 3x2cos2x - 2(х3 + l)sin2x; 4)—--------—(х —1) 3 + 4х3^х — 1.
3 5

247. 2)------ ; 4)----------------- - ----- • 248.
8x2Jx + 4 sin2x-l

1 2 sinx; 6) Зх2 + 8х + 4 Ч + 3sinx; 8) 
3--------------------------------- х

2) - ех + 2cosx; 4) х б-х х-

4х + 5 + ех - cosx. 249. 2) х^З.

250. 2)х = -—.251. 2) -.252. 2)--- 4) -4sinx • cos3x; 6)---------------1—.
3 2 2xdlnx sin2 Зх

. х sin—
253. 2)----- 2_; 4) -(1 + 6x2)sin(x + 2х3); 6) -e*sinex; 8) -sinx • 2cosxln2.

cos3 —
2

254. 2) f'(x) = 0 при x = 0; f'(x) > 0 при x > 0; f'(x) < 0 при x < 0; 4) /'(x) > 0 

при x > - — ; 6) f\x) = 0 при x = 3; f'(x) > 0 при x > 1; f'(x) < 0 при 

-1 < x < 3. 255. a > 3. 256. a < -12. 257. 2) a < 0; 4) a > 12. 258. 2) a > 0; 

4) a < 0. 259. 2) -. 260. 2) у = --ln2 + — + -1п2; 4) y = (l+e1)x;
4 8 16 4

1 196) у = 2л(1 - x). 261. 2) у = - - ; 4) у = -7. 262. у = 6x + — , у = 6х - 54.

263. 8 кв. ед. 264. 2/? кв. ед. 265. Увеличивается со скоростью 1,2 Град/с.
266. 1) /(t2)-/(^); 2) 3) lim +

t2 — t^ &t->0 At

Глава III
267. 2) Возрастает при х > 5, убывает при х < 5; 4) возрастает при х < —3 
и при х>2, убывает при -3<х<2. 268. 2) Возрастает при х<1, убывает 
при х>1; 4) возрастает при -1<х<0 и при х>1, убывает при х<-1 и 
при 0<х<1. 269. 2) х<0 и х>0 — промежутки убывания; 4) возрастает 

3 1при х > 5; 6) возрастает на R. 270. 2) Возрастает при х<- — и при х>-~,

« 3.„ 1 ях 1 « 1убывает при — — <х<——; 4) возрастает при хч — , убывает при х^ — .

271. Возрастает при -1 < х < 3, убывает при -5 < х < -1 и при 3 < х < 5. 
272. 1) а < 0; 2) а>1. 275. 2) х=7; 4) х1 = -6, х2 = 6; 6) х = 0; 8)х = тш, 

2ттх = ±— + 2пп, n&Z. 276. 2) х=1; 4) хх = 0, х2 = 3. 277. 2) х = -6 — точ­
ка минимума; 4) х = —8 — точка максимума, х = 8 — точка минимума; 
6) хх = —2, х2 = 2 — точки минимума, х = 0 — точка максимума; 8) х =

ТС 71= — + 2тт, n^Z, — точки максимума, х =---- + 2лп, n^Z, — точки
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минимума. 278. 2) Экстремумов нет; 4) экстремумов нет; 6) х = — 1 — точ­
ка максимума; 8) х = 4 — точка минимума. 279. Функция возрастает на 
промежутках — 6 < х < — 4 и 0 < х < 3, убывает на промежутках —7 < х < — 6

и — 4 < х <0; х = — 6 и х = 0 — точки минимума, х = —4 — точка максиму- 
25ма. 280. 1) х = —3 — точка минимума; 2) х = — — точка максимума; 
49

3) х = — — точка максимума, х = 5 — точка минимума; 4) х = —3 — точ­
ка максимума, х=1 — точка минимума. 281. 2) 3 и —13; 4) 9 и —2.
282. 2) 2 и -i. 283. 2) | и -3. 284. 2) 1; 4) -2. 285. 2) 4. 286. 50 =

= 25 + 25. 287. 625 = 25 • 25. 288. Квадрат со стороной — . 289. Квадрат 
4

со стороной 3 см. 290. 2) 2 + е"2 и 1. 291. 2) V2 и 1. 292. 2) 1; 4) -1. 
293. 2) 1. 294. 2) 1. 295. 2) 5 + 11п2 и 0. 296. 2) 1 и -7. 297. 2. 298. Ква­

драт со стороной . 299. Куб со стороной . 300. -2. 301. .

302. у = —— (х - 8)2. 303. 2) х(6 - x2)sinx + 6x2cosx; 4) 12х2-18х; 
? 16 

2(1 — jv )6) —------ А 304. 2) Выпукла вверх на интервале —1 < х < 1 и выпукла
(х2 + 1)2

71 71вниз на интервалах х <-1 и х>1. 305. 4) хх = 0, х2 =---- , х3 = — .
3 3

306. 2) Выпукла вверх на интервале 0<х< 1, выпукла вниз на интерва-
ч orvr Ч \ 2 о л '1 "\/3 3 + -\/3

ле х > 1. 307. 1) х = — ; 2) хт = 2, х2 = 4; 3) хт = 0, х2 = —-—, х3 = —-—;

4) х = е 2. 308. 2) у = —(х + I)2 • (х - 2), у' = 3(1 - х2), у" = -6х; точки пере­
сечения графика с осями координат: (—1; 0), (2; 0), (0; 2); минимум у = 0 
при х = —1, максимум у = 4 при х=1; х = 0 — точка перегиба; 
4) у' = 3(х + 1)(х + 3), у" = 6(х + 2); точки пересечения графика с осями ко­
ординат: (-3; 0), (0; 0); максимум у = 0 при х = -3, минимум у = -4 при

4 „ 4
х = —1; х = —2 — точка перегиба. 309. 2) у' = — х (х + 3), у" = — х(х + 2);

точки пересечения графика с осями координат: (0; 0), (—4; 0); у > 0 при 
х < -4 и х > 0, у < 0 при -4 < х < 0; минимум у = -3 при х = -3; х = -2 
и х = 0 — точки перегиба; 4) функция чётная, точки пересечения графи­

ка с осями координат: (0; 0), ; у> 0 при и

у<0 при ; у' = 24х3(1 - х2), х = 0 — точка максимума, z/(0) = 0;

х = +1 — точки минимума, у(±1) = 2; у" = 24х2(3 — 5х2 точки

перегиба. 310. 2) х =-4, z/ = x-4; 4) х =-3, z/ = x-6. 311. 1) х=1, 
у = х + 11; 2) у = х + 2 при х +°°, у = -х - 2 при х -* -°°. 312. 2) Функ­
ция нечётная; точки пересечения графика с осями координат: (0; 0),

; у> 0 при х 0, у < 0 при х и

; у' = 15х2(х2 - 1), х = -10 < х < — точка минимума, у (—1) = —2; х = I —
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точка минимума, у(1) = —2; у" = 30х(2х2 - 1), х = 0, х = ± —— — точки пере- 
72

гиба; 4) у' = (х - 1)2(х + 1)(5х2 + 6х+ 1); точки пересечения графика с осями
координат: (-1; 0), (1; 0), (0; -1); х = -1 — точка максимума, z/(-l) = 0;

1 ( l^l 3456х =----— точка минимума, у\— =------------ ; точки перегиба: х, = 1,5 I 5) 3125 1
-1176 ОЧ О ПА ' 4 , 9х2 з = ----------- . 313. 2) у = 1 -I------ — экстремумов нет, у = х — асимптота

5 х2 
при х —> °°, х = О — асимптота; функция нечётная, (—3; 0) и (3; 0) — 
точки пересечения графика с координатными осями; 4) (1; 0) — точка 
пересечения графика с осью Ох, х = 0 и у = х — асимптоты. 314. 
2) у = (х + 1)(х - 1)(х - 3); (-1; 0), (1; 0), (3; 0), (0; 3) — точки пересечения

графика функции с координатными осями; у' = Зх2 — 6х — 1; х, = 1---- — —
г 73

. . 2073 1 х 2точка максимума; z/(xx) = --------, х2 = 1 -I—— — точка минимума;
9 уЗ

у" = 6(х - 1), х = 1 — точка перегиба. 315. 2) у = -х + 3---- , асимптоты
х

— точки пересечения графи­х = О и у = -х + 3;

ка с осью Ох; у' = — 1 + — , х = —1 — точка минимума; у(—1) = 5, х = 1 — 
х2

точка максимума, у(1) = 1; 4) асимптоты х = 2 и у = — 2; точки пересече­

ния графика с осями координат:
1±^3;0

4
, 7х-10 и (0; 1); у =----------,

(х-2)3
10
7

точка максимума, 10 33 8.31 
7’ 9

— точка перегиба;

6) функция нечётная; х = ±1 и у = х

3 — точка минимума,

, х2(х2-3)
- асимптоты, у =------------- ,

х2 -1
х = - л/З — точка максимума,

И-7з)-М х = 0 — точка перегиба. 316. 2) Асимптоты х = 0 и

у = х + 3;
у, (х + 1)2(х-2)

,з
27 точка минимума, z/(2) = — ,

у\ — = —;I 7 ) 8

уШ = ^ 
&

х = 2

, х(4 — х) х = -1 — точка перегиба; 4) асимптоты х = -2 и у = 0; у = —------- у,
(х + 2)4

2
х = 0 — точка минимума, у(0) = 0, х = 4 — точка максимума; у(4) = —,

2У„ = 2(х---- 8х + 4), х = 4 _|_ 2 д/з — точка перегиба. 317. 2) (1; 0) и
(х + 2)5

(0; —1) — точки пересечения графика с координатными осями; 
/'(х) = Зх2 - 2х + 1 > 0 при х € В, функция возрастает на R; f"(x) = 6х - 2, 
х = — — точка перегиба. 318. Один. 319. 2) Возрастает при х < —1 и х > 2, 

3
убывает при -1<х<2; 4) убывает при х<3 и х>3. 320. 2) хх = 0,
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1 1 2 л^^2 ~~ ~~ 2; 4) х = лп, х = + — + 2тт, n£Z. 321. 2) х=1 — точка

минимума. 322. 2) х = 0 — точка максимума, z/(0) = —3; х = 2 —точка 
минимума, г/(2) = —12,6. 323. 2) Точки пересечения графика с осями ко­

ординат: (0; 0), (+л/б;0); функция чётная; у'= х3 2—(4 - х2), х = 0 — точ- 
4

4 ,, Х% 2ка минимума, х = ±2 — точки максимума; z/(±2) = — , у" = —(12 —5х ),
I— 4/12 лх = ± — — точки перегиба; 4) точки пересечения с осями координат: 

(0; 0), (±2; 0); функция чётная; у' = х(2 - х2), х = 0 — точка минимума, 

х = ±л/2 — точки максимума; у (±л/з) = 1, у" = -Зх2 + 2, х = + .— — 

точки перегиба. 324. 2) Точки пересечения с осями координат: (0; 0),

—;0|; у(—1) = — , г/(3) = — ; у' = х2(х —2), х = 2 — точка минимума, 
(3 ) 12 4

44 4 Ш1/(2) = -—; у = х(3х - 4), х = 0 и х = — — точки перегиба, ;//—! = 64
313

325. 2) 0 и -4; 4) 14 и -11. 327. Равносторонний треугольник со сторо­

ной . 328. Куб с ребром 10 см. 329. 1) х = 0, у = х - 3; 2) х = 1, у = х.

332. 2) х = -1 — точка минимума; 4) х = -3 — точка максимума, х =
9

= — — точка минимума. 333. 2) у = 0 — асимптота; х = 0 — точка мак- 
2

симума, у(0) = — ; функция чётная; 4) у' = (х — 1)2(4х — 1), х = — — точ- 
2 4
fl) 27 оо. Зд/з З./З о 1 ООК 1

ка минимума, у — =------- . 334. 2) ------ и-------- ; 4) 3 и 1. 335. 2) —.
\4J 256 2 2 2

11 91
336. 12. 337. Катеты - и , гипотенуза — . 338. 2) (2; 13); 4) (-1; 8).

3 л/3 з з
2

339. 9. 340. —. 341. х = а. 342. 343. ——. 344. nUb +1)R2.
71 + 4 6 Зл/бл

345. х = — л/2 — точка максимума, х = л/2 — точка минимума. 346. 2) Об­
ласть определения: х < 0 и х > 2; (0; 0) — точка пересечения с осями 
координат; асимптоты у = 1 при х +°° и у = 2х - 1 при х —°°; функ­
ция возрастает при х < 0 и убывает при х > 2; выпукла вниз; 4) асимпто­
та у = 0 при х —* +°о; (0; 0) — точка пересечения с осями координат; 
х = 3 — точка максимума, z/(3) = 27е 3 ~ 1,3; хх = 3 — л/з и х2 = 3 + л/з — 
точки перегиба; 6) (0; 0) — точка пересечения с осями координат; асим-

1 О А А 256птоты х = — 1 и у = х — 3; минимум у = 0 при х = 0, максимум у =--------
2 7

при х =-4. 347. arctg k. 348. Т~

сёлка. 350. Разметка верна. 351.

44 °C. 349. На расстоянии 3 км от по- 
л/2-|а - b\

2
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Глава IV

354. 2) — + С; 4)-х4 + С; 6)4х4 + С. 355. 2)- + -; 4)-х2-8.
6 5 2 2 3

4 ± 3
356. 2) х5+— + С; 4) 2х3 - 2х2 + Зх + С; 6)Зх3-4х2+С;

8) - 31п|х| + С. 357. 1) 2sinx - 5cosx + С; 2) 3ex + cosx + C;
х2

3) х + Зех - 4sinx + С; 4) 8л/х + 31n|x| - 2ех + С. 358. 
2

4)-(х + 3)3 + С; 6) 31п|х - 3| + 2cos(x - 1) + С. 359.
2 7 4

2) 1 (х — 2)5 + С;
5

1 fl 'i6
2)— —х + 2 +С;

2l3 J

4)— (Зх-1)4 + С; 6) 2^4x +1 + С; 
21

+ 4) + С; 2) - — cos(3x - 4) + С;
3

1 ч 18)-^(2-Зх)3 +С. 360. 1) |sin(3x +

4)-4cos[— + б! + С; 6) -е3х~5 + С.
[4 ) ’ 3

361. 2)Зе3-|cos3x + C; 4)21siny + |e 2 + С; 6) у - cos(4x+

+ 2) + С; 8) ^Зх + 1 - |1п|2х - 5| + С. 362. 2) ^х4 - ^х2 + |х + С;

4) |х2+ 51п|х| + С; 6)х2-|х3 + С; 8) 2х3 - |х2 - 6х + С. 363. 2)$х3- 

4 3 1
--х3+С; 4)—х2-6х2+С. 364. 2) 2х2 - х; 4)27х + 3 - 3; 6) -sin3x;

8)1-----—. 365. 1) 122) 6; 4) 12-; 6) 366. 2) 4; 4) 12; 6) 18;
х +1 3 3 2

8) 1-1п2. 367. 1) 9; 2) 5; 3)

4) -; 6) 32; 8) 10. 370. 2) 
3

Q
—; 4) 2. 368. 2) 1; 3) 2; 4) 0. 369. 2) 11;
8 _

о Jq

25; 4) 8-; 6) 2; 8) 1 + —. 371. 2) 4— ;
3 2 С6 ’2

4) 5. 372. 2) 68; 4) 4л/3 ; 6) -3. 373. 2) 8. 374. 2) е6-е2; 4) -1п4. 375. 2) 0;
3

4) 4к~3^3. 376. 1) 11; 2) 11; 3) 4I; 4) 4I. 377. 2) б1; 4) 4; 6) 8. 
24 3 3 2 2 6

378. 2) 2 - л/2 ; 4) — . 379. 2) 91; 4) 8; 6) 2 + - - 7з . 380. 1) 11 ; 
12 3 6 3

2) 381. 2) 4,5. 382. 1) 1; 3) 1; 4) 20-; 5) - -1. 383. 2)
2 6 6 6 2 3

4) ^1; 6) б1.384. 2) 211 м; 4) 441 М- з85. 102 М- 386. 2) у = 2х3 - 
6 3 3 6 3

- 4х2 + х + С; 4) i/ = 2sin2x + C. 387. 2) у = sinx + cosx + С; 4) у = х3 -

-2е2х + С. 388. 2) y = 2sinx+l; 4) у = 2х + х2 - х3 + 2; 6) у = 3 - е~х.
390. 2) -cosx-1; 4) ех + 1; 6) 2х-х2 + 3. 391. 2) ; 4) 1 Щ ; 6)

392. 2) 12; 4) -2; 6) |; 8) 2. 393. 2) 0; 4) -3; 6) в|. 394. 2) -1; 
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4) 2sinl2. 395. 2) 1; 4) 1 - . 396. 2) 2 - ; 4) -. 397. 1) - ; 2) 41n3-2.
3 3 9 3

398. 1) 102) 3—. 399. k=p. 400. Z~4 см. 401. h ~ 53 cm.
4 15

402. 403. vPTln где R — универсальная газовая постоянная.

404. 1) F'(x) = -o0 • F(x); 2) F(x) = F(O)e~°ox- 3) 
%

Глава V
409. 1) 6; 2) 24. 410. 1) 27; 2) 64. 411. 16. 412. 6. 413. 240. 414. 720. 
415. 6840. 416. 50 000. 417. 90. 418. 45. 419. 30 000. 420. 4 536 000. 
421. 720. 422. 1) 720; 2) 40 320; 3) 5040; 4) 362 880. 423. 24. 424. 5040. 
425. 1) 24; 2) 6; 3) 12. 426. 1) 8!; 2) 16!; 3) 14!; 4) (k + 1)!; 5) kl; 6) (k + 1)!; 
7) k\; 8) (fe-3)!. 427. 1) 19; 2) 462; 3) | ; 4) 15; 5) n2 + 3n + 2; 

6)———----- -; 7)-—i—; 8)—-—. 428. 1) n = 2; 2) n=ll; 3) корней нет.
n2 + 5n + 6 m + 2 k + 6

429. Pn. 430. 96. 431. 1) 725 760; 2) 241 920. 432. 1) 12; 2) 12; 3) 60; 
4) 30; 5) 840; 6) 420; 7) 151 200; 8) 10 080. 433. 90. 434. ~ IO60. 435. 1) 3; 
2) 6; 3) 42; 4) 5040; 5) 5336; 6) 1680; 7) 90; 8) 5040. 436. 60 480. 
437. 360. 438. 870. 439. 720. 440. 1) 100; 2) 3. 441. 1) m = 10; 2) m = 9; 
3) m = 12; 4) = 9, zn2 = 10. 442. 10(11 - n). 443. 336. 445. 1) 15; 2) 56;
3) 28; 4) 56; 5) 9; 6) 9; 7) 1; 8) 1; 9) 120; 10) 120; 11) 4950; 12) 2415. 
446. 84. 447. 286. 448. 190. 449. 105. 450. 220. 451. Cpn. 452. 1) 1 + 7x + 
+ 21x2 + 35x3 + 35x4 + 21x5 + 7x6 + x7; 2) x4 - 8x3 + 24x2 - 32x + 16; 3) 16x4 + 
+ 96x3 + 216x2 + 216x + 81; 4) 81x4 - 216x3 + 216x2 - 96x + 16; 5) 32a5- 

- 40a4 + 20a3 - 5a2 + -a- —; 6) — +-a5 + —a4 + 20a3 + 60a2 + 96a +
8 32 64 8 4

+ 64. 453. 60. 454. 1) = 4, m2 = 8; 2) m = 8; 3) ml = 3, m2= 14; 4) m = 5.
455. 1) 560; 2) 220; 3) 1140; 4) 4950. 456. 1) 32; 2) 62. 457. 1) x = 9; 
2) x=10. 459. 150. 460. C?3 • C^3 • C?3 • cf3. 461. C?o • x2. 462. C?6 • x3. 
463. C2k. 464. C32-Cao- 466. 1) 84; 2) 126; 3) 45; 4) 10. 467. 20 способа­
ми. 468. 120 способами. 469. 120. 470. 1) 48; 2) 36; 3) 124; 4) 1090.

471. 1) n2 + 3a + 2; 2)——. 472. 1) 47; 2) 10. 473. 1) n = 2; 2) n = 7; 
n +1

3) n = 4; 4) n =11; 5) n = 7; 6) n1 = 4, n2 = 9. 474. 40 320. 475. 28. 476. 56. 
477. 59 280. 478. 15 800. 479. 5; 14; n(~n^3\ 480. 1) 364; 2) 455. 

481. 1) 16; 2) 64. 482. 1) x6 + 6x5 + 15x4 + 20x3 + 15x2 + 6x + 1; 2) x5 - 5x4 + 
+ Юх3- 10x2 + 5x- 1; 3) 16 - 32a + 24a2 - 8a3 + a4; 4) a4 + 12a3 + 54a2+ 
+ 108a+ 81. 484. 350. 485. 232. 486. 3 800 000. 487. 252. 488. 1) 1001; 
2) 462; 3) 35; 4) 56; 5) 64; 6) 262. 489. 1) 32a5 - 80a4 + 80a3 - 40a2 + 

+ 10a - 1; 2) — + -b + — b2 + 20b3 + 60b4 + 96b5 + 64b6; 3) 81x4 + 36x3 + 6x2 + 
64 8 4

+ + 4)-1-/-А/ + ^ 3_30y2 + 135y_243. 490‘ 8!-1-
У ol Z( о
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491. 6720 способами. 492. 1) 9; 2) 16. 493. 1) 1,016; 2) 0,973.
494. 15625. 495. mN. 496. Пять значений: + R2 + -^з>

--------------- 1_2_3------------ R +------2_3_ R +----- 1_3_. д _|_------L_2_. 497. 12.
RR + RR + RR 1 R + R 2 R + R ’ 3 R + R

1 z z о 1 о Л о J. о l Л
z о \ | Z'T 2 Z~V 16

498. 3136 способами. 499. 306. 500. n " . 501. —------—. 502. Можно.
2л-п! 2

503. 364x4. 504. C?2 -. 505. 570 способами. 507. 1) 20; 2) 26. 
x

508. 84 способами.

Глава VI
509. 1) Невозможное; 2) случайное; 3) достоверное. 510. 1) Являются; 
2) не являются; 3) не являются; 4) являются. 511. 1) Сегодня первый 
урок — не физика; 2) экзамен сдан не на «отлично»; 3) на игральной 
кости выпало не меньше пяти очков; 4) ни одна пуля не попала в цель. 

— — ----- — 12
512. 1) АВ; 2) А + В; 3)АВ+АВ; 4) АВ; 5) АВ. 513. -. 514. —.

3 61

515. 1) - ; 2) - ; 3) —; 4) — ; 5) - ; 6) - ; 7) 1; 8) 0. 516. « 0,86.’ 4 7 3 12 7 12 7 3 7 4 7 7 cfoo

517. 1) — ; 2) — ; 3)—. 518. 1) - ; 2) -; 3) — . 519. 1) — ; 2) — ;
36 72 36 2 4 12 35 35

22 5 21 2 2 5
3) — . 520. — . 521. —. 522. - . 523. - . 524. -. 525. 0,99999999.

35 12 64 9 3 6

526. -. 527. —. 528. —. 529. 1) 0,94; 2) 0,06. 531. 1) -; 2) -; 3) -;4 33 385 7 2 2 3

1 Я Я 1 5 1 7 1Я 1Я4) - . 532. 1) £; 2) — . 533. 1) - ; 2) — . 534. 1) — ; 2) — ; 3) — .
3 9 45 7 2 18 70 70 35 

535. 1) Являются; 2) являются; 3) являются; 4) не являются. 536. — .

537. 538. 1)—; 2)—. 539. 0,36. 540. 0,42. 541. 1) 0,15; 2) 0,1.
2475 267 89

542. -. 543. -. 544. 1. 545. 0,91. 546. 0,44. 547. 68,6%. 548. 0,144.
8 9 3

549. 1
75'

550. 105
512

2)—. 551. 
256

п 625 . 
J 3888’

2) -AL.
7776

552. 7 
432'

553. 0,973,. 554.
115 
-. 555. -. 556. —.
3 2 36

557. А
90

. 558. 5
6 '

. 559. 1
12 '

560. 0,02. 561. -. 562. 
6

1 7 111) -; 2) — . 563. — .7 4 7 12 36 564. 1) —; 2) 
105

4 
315’

3) А; 4) А
35 7 35 . 565. 1) —; 2) —7 38 7 19

; 3)1°. 
19

566. 7
8

567. 7
18
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568.
3 (7 19

0,729. 569. 1- п~т. 570. 1) Ц-; 2) 571. 0,972./-|3 rk 7 7 z,(iс100 Сп С49 с49

572. 0,316. 573.

575. _325.
сЦ 833

4)^-. 579. —.
3888 128

С р • С k \р
1) Р~ 0,0038; 2) Р~ 0,9999. 574. ——

т

576. 2С5'С13. = J_. 577 2)JL; 4)_$L. 578. 2)^-
С?я 34 64 256 3888

Глава VII
581. 1) 2 +5г; 2) 2,3-1,7г; 3) -61; 4) -6. 584. 1-ое и 3-е, 2-ое и 4-ое.
585. 1) 3 + 71; 2) 7 - 2i; 3) 2 - 4i; 4) -1 + i; 5) 6; 6) -i. 586. 1) -7 + 22г;
2) 3 - Hi; 3) —13г; 4) 10; 5) 5 + 5г; 6) -7 + 6^2i. 587. 1) 5 - 5i; 2) -3 + 4г; 
3) 10г; 4) -29; 5) 6 - Зх/Зг; 6V2 + Зг. 588. 2) Например, -7,5. 589. 1) х =
= |, у = |; 2) х = -1, у = ; 3) х = -2, у = -8,3; 4) х = -0,5, у = 1;

5) х=2, у=1; 6) х=1, у =-2. 590. 1) 2а - 2Ы; 2) -4а; 3) а2 + 9Ь2; 

4) 4а2 + Ь2; 5) (4&2 + 9а2)г; 6) (9а2 + 16&2)г. 591. 1) 0; 2) 0; 3.
3

592. (3; 4), (3; 5), (4; 4), (4; 5). 593. 1) х = -1, у=1; 2) х=1, г/= 0;

3) х = 2, у = 3; 4) х = 1, у = - . 595. 1) 1 - г; 2) 3 - 4г; 3) -2 - 5г; 4) -6 + Зг; 
2

5) -0,7+1,3г; 6) ^ + -г. 596. 1) 10; 2) 10; 3) 2; 4) х/б; 5) 5; 6) 2; 
/— 2 4

л/10 5 г~

7) ; 8) у . 597. 1) -5 - Зг; 2) -4 + 2г; 3) 3 - г; 4) V2 + 7г. 598. 1) 2 + г;

2) -3 - 9г; 3) 2г; 4) 2; 5) 3 - г; 6) -г; 7) -2х/2 + зТЗг; 8) зТб-бТЗг.

599. 1) 6-6г; 2) -1 - 4г; 3) Зг; 4) -1. 600. 1) -г; 2) -- + -г; 3) -1 + г; 
. . 1 1 ■ 28 17. Л. 1 i о ■ 1 \ 5 15. Г>\ • 6 1 ■4)---------г; 5)----------- г 6) -1 + 2г. 601. 1)-----------г; 2) г; 3)-----------г;

2 2 37 37 2 2 25 25
111 99

4) —-—г; 5) 0; 6) -—г. 602. 1) 7; 2) 9; 3) 1; 4) 1. 603. х, = -2, 
25 50 17

г/1 = -2; х2 = -2, у2=2. 604. -2,5; 2. 605. 1) z = -5 - г; 2) z = Тб - 4д/3г;

3) z = 2 + г; 4) z = 6 + (х/2 - б)г. 606. 1) z = -— + — г ; 2) z = -— + —г;
х ’ 13 13 13 13

3) z = 2г; 4) z = 4 - Зг. 607. 1) 5 - 12г; 2) -11 - 2г; 3) -4; 4) 8г; 5) 4г; 6) -1.

608. 1) -— + —г; 2) —------—i. 609. 1) z = 2 - -г; 2) z, =0, z2 = -Зг,25 50 159 318 2 ’ 1 2
z3 = Зг. 610. 1) -1; 2) -г. 612. 1) 16; 2) -64. 617. 1) z = 2 - 6г; 2) z = -3 + 2г. 
618. 1) 10; 2) 9; 3) Тб; 4) 2 Т2. 619. 1) Окружность радиуса R = 5 с цен­
тром в точке z = 0; 2) окружность радиуса R = 3 с центром в точке z = 1; 
3) окружность радиуса R = 1 с центром в точке z = —Зг; 4) окружность 
радиуса R = 2 с центром в точке z = 1 — 2г; 5) прямая, перпендикулярная 
отрезку, соединяющему точки 2 и -г, и проходящая через его середину; 
6) прямая, перпендикулярная отрезку, соединяющему точки 1 + г
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и -1 - i, и проходящая через его середину. 620. 1) Множество точек, 
лежащих внутри круга радиуса R = 3 с центром в точке z = i; 2) множе­
ство точек, лежащих вне круга радиуса R = 4 с центром в точке z = Si;
3) кольцо между двумя окружностями радиусов 1 и 2 с общим центром 
в точке —2 (исключая точки окружности); 4) кольцо между двумя 
окружностями радиусов 2 и 3 с общим центром в точке 5i (включая

3 17 3точки окружности). 621. 1) =------------i, z2 —------- 2i; 2) zr = 5 - 5i,

z2 = -5 + 5i, г3 = x/26 - x/26i, 623. ^ = 6 + 17i,

z2 = 6 + Si. 624. 1)

4) -—+ 2л/г, keZ;
2

ktZ; 8) — + 2л/г, 
3

2л/г, keZ; 2) л + 2л/?, keZ; 3) — + 2л/?, keZ;
2

5) —+ 2л/г, keZ; 6) - + 2 л/?, keZ; 7) -- + 2jik, 
4 6 4

k C Z. 625. 1) z = 3(cos0 + isinO); 2) z = cos л + isin л;

3) z = Зл/2 cos— + isin— ; 4) з = 4 cos—+ isin— 
I 4 4y I 3 3

+ isin—j; 6) z = 5x/2 cos -— + isin -— ; 7)
3 J I 4y I 4 JJ ’

+ isin| -— | |; 8) z = cos — + isin — . 626. 1) z =
I 3JJ 7 7

1

3) z = -l + i; 4) z = 4i; 5) z = ~— - - i;
2 2

5) z = 2| cos— +I 3

1 -ч/Ч
- - — i; 2) 2 = 3;
2 2

«a 1 .6) z = — 4--------i.7 2 2

627. 1)
/ / \ / x\

I 7U I , . . ( 71 Icos---- + ISin-------
I I 9/ I 9JJ

2) 12 | cos—+isin—j; 
I 8 8 J

о \ I ci ( О Л .3) x/2lcos— +

+ isin—|; 4) 3| cos— + isin— |. 628 1) и 3). 629. 1) x/2| cos—+ isin—j;
7 J I 10 10J I 4 4/

2) — (cos 0 + isin 0);
2

of 5л , . . 5л ] 2 cos----- h ism— ;
I 6 6 J

л . . . л cos—H ism— .
2 2

aoc631. 1) cos^ + isin^; 2) 5(cos220° + isin220°); 3) 2cos^cos^ + isin^ j;
2 J’2

a 6л Г 13л . . 13л । -t \ Л . . Л o । Л . . Л4) -2cos— cos------- l-isin-----  . 632. 1) cos—l-isin—; 2) 2 cos—I-ism—
7 I 7 7 J 4 4 7 I 3 3

3) 2ч/з cos-+ isin- ; 4) 12 cos-+ isin- ; 5) 2(cos90° + isin90°); 6)cosl0 +
\ 3 3 7 v 6 6 7

+ isin 10. 633.

■ • • f 71 H 
+ ism — ;I 6JJ

6) cos 5 + isin

3) -128i; 4)

1) cos — + isin —; 2) 4 cos—+ isin— ; 3) х/З cos -— +
6 6 I 2 2j I I 6j

4) — (cos45° + isin45°); 5) 2(cos(-30°) + isin(-30°));
2 __

3 .5. 634. 1) 8; 2) -1; 3) pi; 4) i. 635. 1) 1; 2) - pi;

11 1 л/Ч J?- +-i; 5) —-^-i; 6) -2. 636. 1) —
2 2 7 64 64 7 7 2

л , . . л cos—h isin— ;
2 2

oi ^7i . • 5л । oi Зл . . Зл । । 2л । । 2л ।2) 3 cos------ I-ism— ; 3) 8 cos----- h ism— ; 4) cos------+ ism-------- .
I 6 6 J I 2 2 J I 3 J I 3 J

637. 1) г1>2 = ±(2х/2 +2x/2i); 2) 2 = ±(x/2 - x/2i); 3) z^ 2 = ±(x/3 - i);

4) Za 2 = ±|^- + ^-i . 638.1) cos—+ isin—\ 2) 2sin—fcos— + isin—\ 
7 1,z I 2 2 J 7 2 I 4 4j 7 2< 2 2)
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3) ------т— (cos4 + isin4); 4) 2(cos0 + isinO), если n — чётное; 2(cosn + isinл),
cos 1 . о

14 sin nxt O4 sin 2nx ...если n — нечетное. 641. 1) ---------- ; 2) ------------ . 643. 1) zx 2 = ±4i;
sin x 2sin x

2) z4 2=±V7i; 3) z4 2 = ±0,6i; 4) z1;2 = ±-i; 5) zx 2 = +3, 
5

6) zx 2 = ±3, z34 = ±3i. 644. 1) lOi; 2) 0,5г; 3) Зд/Зг;
645. 1) z, 2= 1 ± 3г; 3) z. 2 = -l ± г; 3) z. 2 = 3 ± 3г; 4) z. z X 9 ' X9 ' X9 ' X9

гз, 4 = ±2i;

4) 3>/3г.
2 = -4 ± i.

646. 1) z. ,= - ± г; 3) z, 2 = -l ± - г; 3) г, 2 = 3 ± >/Зг; 4) z. 2 = -1 ±
'Х, ^2 7 7 1, & g 7 7 1, Z 7 1, z

± л/бг; 5) z, = -3, z2 , = 3±3^; 6) z, = 3, z2 , = -1 ± г^З. 647. 1) z2 - 4z +
z X ' ^9O 2 z j- О z

+ —= 0; 2) z2 + z + — = 0; 3) z2 - 2^2z + 7 = 0; 4) г2 + Зд/бг + 9 = 0. 
4 2

648. 1) z1>2 = ±3, z34 = ±i; 2) z1>2 = ±l, z3>4 = ±4i. 649. 1) (z - 2 - i)(z - 2 + г);
2) (z + 2 - 3i)(z + 2 + 3г); 3) (z + 1 - гл/з)(г + 1 + г^з); 4) (z - 3 - гд/з) x

x (z-3 + гл/з). 650. 1) 4| z + — - г | f z + — + г |; 3) 16| z - 1 - — г || z - 1 + — г |; 
к 3 Д 3 ) к 4 Д 4 )

3) 35(z + 1 - О,3г)(г + 1 + 0,3г); 4) -(z - 5 + г)(г - 5 - г). 651.1) 5z2 + 8z + 13 = 0;
3) 3z2 + lOz + 17 = 0. 652. l)z12 = ±(3 + 3i); 3) z1>2 = ±(1 - 3г); 3) z1>2 = ±l,

-1±гл/з 1±г7з ..
z3,4= ------g----- ’ z5>6= ------ ---- ; 4) г12 = ±г, z3,4 =

5) z, = -1, z2 о = 1 z4 = 3, z5 й = -1 ± гл/3.
z 1 7 Q 7 4: 7 0,0 653. 1) 1, i, -1, -i;

1 x/3 . 1 1 v3 . . 2л . . . 2л 4л ... 4л 6л .2) —I-——i;—;------ -—i; 3) г, cos---- hisin—; cos------hisin—; cos------ h7 6 6 3 6 6 5 5 5 5 5
, . . 6л 8л , . . 8л л , . . л 4/ТтГ 13л , . . ХЗл^+ isin—; cos---- 1- isin—; 4) V2 cos------- h ism— ; ^2 cos--------h ism-----  :

5 5 5 I 24 24j I 24 24 /

4/^( 25л , . . 25л ) у2 \ cos------- H ism-----  ;
I 24 24 J

4/7)Г 37л .. 37л ] -i\v2 cos------- I-ism-----  . 654. 1)V 24 24 J
Зл/2 [ Зл/2 ..

2 2 ’

з71_Зл/1.. Зл/2 ! Зд/2 .. _Зл/1_Зл/2., 3. 3 [ Зд/З .. 3 Зд/З ..
2 2 1’ 2 2 19 2 2 } 2’ 4 4 4 4

л , . . л 5л , . . 5л 9л , . . 9л3) cos—hi sin—; cos---- h ism—; cos----- I-ism—;
8 8 8 8 8 8

13л , . . 13л -з/^cos------- h ism----- ; 4) iv2;
8 8

y^fcos-^^- + isin-^^l. 655. 1) z1>2 = ±2^75 - 2 + д/л/5 + 2i); 2) ,

656. 1) zr =3) zx = z2= 1, г3>4 = ±i; 4) zx = -1, z2 =

=-3 + 3i, z2 = 1 + 3i; 2) zx = 1 + 4i, z2 = 1 - 2i. 657. 1) x = -2; 2) x = 0;
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3) х = |; 4) x = -3. 658. 1) x = -2; 2) x = ; 3) x = 1,6; 4) x = -0,5.

659. 1) 24; 2) -5 + 3i; 3) 67; 4) 8. 660. 1) i; 2) 2i; 3) -—+ —i;
29 29 50 50

4)
12 , 5 .----- 1----- i
13 13

661. 1) 3(cos270° + isin 270°); 2) Г Зл , . . Зл ।3 cos— + isin— ;I 4 4 J4
3) — (cos 30° + isin 30°); 4) ^2 cos|-

2 v \

V29; 4) 2; 5) V17; 6) 4. 663. 1) 

=-9 - 4i; 2) z = 5 - 3i; 3)

666. 1) 4л/2| cos—+ isin—I; 2)
I 4 4 ) ’

2) -5 ± i; 3) -—±—i; 4) -$±^*1
5 5 4 4

-- j + isin -- . 662. 1) 15; 2) 21; 3) 
3 ) \ 3 J )

- + —i; 2) -2V2-2V2i. 665. 1) z = 
2 2

z = 8 + (1-V2)i; 4) z — —1 - i.

2 cos— + isin— . 667. 1) 1 ± 2i;
I 6 6 J

i. 668. 1) x = 6, у = 4; 2) x = 3, у = 1.

669. 1) 3i; 2) — i.
5 5

670. Модуль первого числа больше модуля второ-

го числа. 671. 1) -9; 2) 1. 672. х = -4, у = 6. 673. 1) z2- 2д/3г +8 = 0;

2) г2 + 1 = 0. 674. 1) —81i; 2) 3) 4-4V3i; 4) л/2 ,л/2
---------- 1-------- .
2 2

675. 1)

1
2

2) 64(соэл + isin л) = -64;

3) cosf-—+ isinf-—= — - ^-i; 4) 27 {cos— + isin—= —27i.
I 3j I 3j 2 2 7 I 2 2 )

676. 1) z1 = l-i, z2 = v, 2) 2 = 0. 677. 1) V2;-^2; i^2;-iV2;

O4V3^1., 73^1., .. 1^73., 1J3._ ... 1 V3., 12)------ 1—i,-------- 1—i, i, 3) 1; —I-------i,------ 1------ i> —1,-------------i, —
22 22 22 22 222

Vs..
2 *’

4) — + — i; + —i; + — i; — - — i. 678. 1) zx 2 = +(2 V2 - 2 V2i);
2 2 22 2222 1,2 v 7

о । e 5 , 5y3 . 5 5y3 . л , . . л^2) zr = 3 + i, z2 = -3 - i; 3) -5; — H-------- i;-------------i; 4) г0 = 2 cos— + ism— ,
2222 \ 8 8 J

Z-, = 2 \ cos----- h isin— L г9 = 2 cos----- h isin— L = 2 cos--------h isin-----  ;1 l 8 8 ) 2 I 8 8 J 3 I 8 8 )

5) z, = ^2| cos—+ isin—|, z9 = ^2| cos—+ isin—|, z4 = V2 X
’ 1 I 12 12 J 2 к 4 4 J 3

,, i 17л . • 17Л । лv 5/о I Л • • Л । 5/о | 7Л • • 7Л ।X cos------- 1- isin  ; 6) za = v2 cos 1- isin— L cos 1- isin— ,
l 12 12 J 0 I 15 15J 1 I 15 15j

13л , . . 13л^ 19л , . . 19л^ 5/л-г9 = у2 cos------- I-ism----- L = v2 cos------- h ism-----  , zA = v2 X
2 v 15 15 J 3 I 15 15 J 4

X | cos— + isin— |. 679. 1) (cos 8 + isin 8); 2) -32cos5 — X
I 3 3J cos42 5

x fcos—+ isin—1. 680. z, = 2 fcos— + isin—\ z, = 2 fcos—+ isin—\ 
I 2 2J 1 I 5 5 J 2 I 5 5 J

z4 = ^31 [ cos— + isin— |, z. =-^31, Ze = V31| cos—+ isin—|. 681. -—;
3 I 5 5 J 4 5 I 5 5 J 3
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(zx + z2 + z3). 682. 1) Действительная положительная полуось z = x > 0; 
2) мнимая полуось z = iy, у > 0; 3) верхняя полуплоскость z = х + iy, 
у > 0; 4) вся комплексная плоскость за исключением точки z = 0.
аал 1 ко Тб + Т2 . 1 ко Тб — Т2684. cos 15 = ---------- , sml5 = ------------- .

4 4

Глава VIII

685. 30. 686. 3-%. 687. 400%. 688. 13,5. 689. 62%. 690. 30%, 10%, 
2

60%. 691. 3650 р. 692. На 21%. 693. 8. 694. 600. 695. 6365 р. 40 к., 
6556 р. 36 к. 696. 4088 р. 50 к. 697. На 17%. 703. 1) 9; 2) 2. 704. 1) 88; 
2) 47. 705. Нет. 706. Указание. Сравнить степени, в которых входит 
какое-нибудь простое число в произведение а! и в произведение (t + 1) 
(t + 2)...(t + a). 707. 2) 0,5; 3) 20,8. 708. 1083. 709. 2) 3. 710. 2) 0.

2 3
711. 2) 64. 712. 2) 160. 713. 2. 714. 2) (0,2)3 > (0,2)4; 4) log0 3 - < log0 3-.

’5 ’4
715. 2) 0 < а < 1; 4) 0 < а < 1; 6) а > 1. 716. 2) Первое. 717. 2) 3 < log210 < 4.
718. log34>^2. 720. 2) 0. 721. 2) |b|(2b2+1). 722. 2) 3 (Тб - Тб);

4) Т1Т-Тз. 723. 1) —^;3) ~^=; 3) * 724. 2) 2-; 4) 1—;
2V5 Тб V7+V5 9 И

6)—. 725. 2) 2,(1); 4) 5,(18). 726. 2) Да. 729. 2) Имеют; 4) не имеют. 
75

731. 1) — i; 2) 36 + 9^2/; 3) -2 - 2г; 4) 14 + 5г; 5) - + —г; 6) 0,7-0,4г; 
6 5 5

12 2
7) —; 8) -; 732. 1) 2-11г; 2) 1; 3) 24г; 4) -14. 736. 1) -г; 2) 1. 

13 5
о

737. 1) 100; 2) 3; 3) 47; 4) 64. 738. 2) 2 arctg — » 58,7°. 739. 120 tg 36° « 87 м.
16

740. 130 (tg 36° + tg 44°) я 178 м. 741. 2) cos a = —, tg a = —; 4) tg a = —,
13 12 7

24 7 12
sina = —, cosa=—. 742. 2) —. 743. 1) (x - 2)(2x - l)(2x + l)(x + 3); 

25 25 13
2) (x-5)(x+ 1)(х + 1 + Тз)(х + 1-Тз). 744. 1) ^±3; 2) Х^+ x + 1 ;

x - 1 2x - x + 1
3) X o+ X +1 ; 4) x + 1. 745. 1) x5 - 5x4 + 10x3 - 10x2 + 5x - 1; 2) a4 + 12a3 + 

2x2 - x + 3

+ 54a2 + 108a+ 81. 746. 2) 747. 2) 0. 748. 2) 749. 2) 4,8.
2b V2

2 2
750. 2) l + Vm. 751. 2)Ta-l. 752. 2) 1-Jb. 753. a3 + &3. 754. 2) —.

ab
755. 16a2. 756. - бТ&. 759. 2b + a 1

3a
760. 3(1 a\ 761. 2) 2. 763. 2) 2 cos2 a. 

a

764. -tg2a. 766. 2) 2^2 sin-sin
2

ex
2

JU j . v л • I I JU ] • । JU — ; 4) 4 sin a + — sm a - — 4j ’ I 3j I 3
768. 2) -. 769. 7. 770. 2) 0. 771. 2) T3ctga; 4) 2. 772. 2) —; 4) 4.

8 cos2 a
773. 2)tg2—; 4) etg2 a. 774. 2) -sina-cosa. 776. —-—. 777. cos2 x. 

2 cos 2a
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778. 2) -cos2acos4p. 779. 2) 2cosa. 780. 2) ctgactg3a. 781. 2) 1 +------- .
cos x

5 1
782. 1 —. 783. - —. 791. 1) z = 2 (cosO + isinO); 2) z = 3(cosл + isinir);

7 2
3)z = 3 | cos— + isin— 4)z = 2 | cos— + isin— 5) z = 2|cosii^ + 

l 2 2j { 2 2 J I 6

+ isin—6) z = 2^2| cos — + i sin — |. 792. l)2 + 2y/3i; 2)3V2+3V2i.
6 ) I 4 4 )

793. 1) - + ^-i; 2) -1 + i; 3) i; 4) — + ^i. 794. 2) x = 8. 795. a = -6.
2 2 2 2

796. b = 3. 797. 2) x = 5. 798. 2) x = . 799. 2) x± = ~, x2 = -.
a-b 3 2

800. 2) x = 3. 801. 2) Корней нет. 802. 1) x = 2; 2) -. 803. 1) xx=-l,
2

x2 = -0,4; 2) x1; 2= ~ 804. 1)х12 = ±д/5, х34 = ±д/б; 2)xx 2 =
2

I— П
= ±V2, x3>4 = ±^-. 805. 2)x1>2 = ±2, x3 = -1, x4 = 3. 806. 1) xly2 = --±b;

2 2
2) x1 = a, x2 = - 2,5a. 807. 1) Нет корней; 2) 12; 3) 4; 8; 4) 8. 808. a > 0,

о 5
fe2 = 4ac. 810. 2) x = 6; 3) x = 3-. 811. 2) xx = 3, x2 = -. 812. x = 3. 

3 3
813. x = 5. 814. 2) X, 9 = ±2, x3 = 3; 4) xA=-l, x9=4; 6) x-.=—2,

x2 3. 815. 2)
816. 2) *^ + ^±>±12^7

2

817. 2) Xi>2 = ——^5 + ——. 819. 1) x, = 0, x2 = l; 2) x1 = -l, x2=0. 
2

1 3±J15
820. 1) xx = 1, x2 = -3; 2) xx = 3, x2 = —, x34 =------- ------ . 821. xx = l,

2 2
x? = 2, x, = 3. 822. Xo = 3. 823. Нет. 824. 2) z, ? = 1 ± i >/2.

171 717 3 5
825. 1) z = —--i; 2) z-—- + — i. 826. 1) z = —1 - — i; 2) z = -2 + -i.

5 5 13 13 4 6
827. 1) zX2 =±iV3; 2) z12 = ±^^i; 3) z12 = 2 ± i; 4) z12=4 ± 5i.

3

828. 1) z1>2 I 2 2 )
= 1± i^3; 4) zX2 = ±l, z34 = ±i. 829. 
(-3; 2), (3; -2), (-3; -2); 2) (-5;

z1>2 = ±(l + 3i); 3)

1. 830. 1) (5; 0), 
1), (5; -1). 831.

zi 2, z23

(-5; 0), (3; 2), 
2; 2 и 0; 0.

832. 2) Корней нет. 833. 1)

= ±V3; 2) х = -1. 835. 1)

х =---------------- ; 2) корней нет. 834. 1) х = 

-5 < х < 3; 2) х > 3; 3) х, = 0, х2 = -19.

Указание. Пусть у = ^8 - х, z = ^27 + х, тогда у2 - yz + z2 = 7, 
z/3 + z3 = 35, откуда у + z = 5, yz = 6; 4) xx = —73, x2 =-8. 836. a1 = ~l, 
a2 = -2. 837. 2) xx = 3, x2= 2; 3) xx=3, x2=—1. 838. 2) x = 3; 4) x=l; 
6) x = 0. 839. 2) xx=4, x2 = -2. 840. 2) xx = 1; 3) x = “|- 841- 2) x = 9. 

842. 2) x = 3. 844. 2) x1 = 3, x2 = 243. 845. 2) x = 3,5. 846. 2) х = д/з.
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847. 2) хх = 1, x2 = 9. 848. 2) x = 9. 849. 2) x1 = —, x2 = 9; 4) xv = 1, x2 = 4.
850. 2) x = -3. 851. 2) xr = -1, x2 = 3; 3) x = 0. 852. 2) xr = 100, x2 = 0,1;
4) x = 0. 853. 2) x = 2; 4) x = 4. 854. 2) x =-9. 855. 1) Xj = ^, x2 = |;

12 12 22) х-i = —, Xo = —. 856. 1) x = ± — arccos — + m, neZ; 2) x = arcsin — +
’ 1 6 3 2 3 3

+ (2п + 1)л, ntZ. 857. 1) x = n + arccos + 2лп, neZ; 2) x=^ +

+ —arcsin — + 2лп, x = л - — arcsin — + 2лп, ntZ. 858. 1) x = —1;
2 3 2 3

2) x=-. 860. - —, —, —. 861. 2) x = ± - + n£Z;’ 3 3 3 3 3 43
3) x = -arctg2,5 + Tin, ntZ. 862. 1) Корней нет; 2) корней нет. 

Л 71863. 2) х =------ \-Tin, х = —arctg 3 + лп, п € Z. 864. 2) х = лп, х = ±---- 1-
4 6

+ — , п € Z; 4) х = — + лп, х = arctg — + лп, п € Z. 865. 2) х = — + — , 3 ’ 7 2 2 42

х = (-1)га— +—, n€Z; 4) х=-+лп, n€Z. 866. 2) х=—, х = 
12 2 4 3

= - + лп, n е Z; 4) х = — , х = i —— + 2лп, и € Z. 867. 2) х = — — + лп, 
2 2 3 3

п €Z. 868. 2) х = - + — , n е Z. 869. 2) х = — + лтг, х = — + — , 
4 2 2 4 2

n € Z; 4) х = — + — , ntZ. 870. 2) х = - + — , n € Z. 871. 2) х = 
16 4 4 2

= neZ. 872. 2) х = х= - + —, nez. 873. 2) х = л + 2лп, х = - + 
5 8 8 4 2

+ 2лп, х = — + (-l)"arcsin + лп, neZ. 874. 2) х = — + лп, х = — + 
4 3V2 2 5

+ , п € Z. 875. 2) х = (-1)л+1 + лп, п € Z; 4) х = (-l)" + 1arcsin + лп,

I
neZ. 876. 2) Корней нет; 4) х = лп, п € Z. 878. 1) х12 = ±,2------; 2) 2.

’ у 36
879. 1) х = + лп, х = лп, п е Z; 2) х= + лп, neZ. 880. 2) х =

= — + 2лп, х=— + (2п + 1)л, n€Z. 881. 1) х = i|(-l)raarcsin-+ лп|, 
12 12 2 3 J

n€Z; 2) —+ 2лn,n6Z. 882. х = — + (2п + 1)л, neZ. 883. х = лп, 
2 3

х = - ^ + лп, ntN, п> 3. 884. х = ^ . 885. х = ± arccos (4^/2(1 + а) - 7) +

+ — , п е Z, при — < а < 1. 886. 2) -3— < х < 40; 4) -2 < х < 8. 
2 8 3

887. 1) х < - , х > - ; 2) х < - - , х>-; 3)х<2-. 888. 1) -16 < х < 3; 
3 2 9 2 7

2) х<4, х>6; 3) х <-3, х > -2,5. 889. 2) -1,4<х<0. 890. 2) х >-4.
891. 1) -7<х<2, х>5; 2) х <-2 - л/2 , -2+^2 <х<1; 3) х <-4, 
-1<х<2, х > 3. 892. 1) 1 < х < 4; 2) х<1, х > 2,6; 3) 0,25 <х< 1,5;
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4) х < -4, х > j . 893. 1) x < - V3 , x = 1, x > V3 ; 2) x = ±3, -2 < x < 2. 

894. 2) x <-2; 4) x < 2, 1 < x < 2, x > 5; 6) 1 ~ <x <--, -- <x<l,
’ 6 3 3

1 < x < 1 + л^73 . 895. x < -4, -3 < x < -2, -1 < x < 1, x > 2. 896. 1) a > 
6

> — ; 2) a<-. 897. -5 < x <-3. 898. m = 2. 899. 7; 8; 9. 900. x = 6. 
3 3

901. x = —1. 902. 1) x = 20, у = 8; 2) x = 6, у = 16. 903. 2) x < 3;

4) x < - - . 904. 2) -1 < x < 5. 905. 2) 3 - V2 < x < 3 + V2. 906. 2) x < 1.
8

907. 2) Решений нет. 908. 2) х€й; 3) x < 3; 5) x < 1 - log35.

909. 2) x < 1, x > 3. 910. 2) -2<x<->/2, ^2 < x < 2 911. 2) x > 3.

912. 2) | <x< |. 913. 2) -Kx<l, 3 < x < 5. 914. 2) -3<х<-л/б, 

л/б <x<3. 915. x<-4, -|<x<0. 916. 1) x>2; 2) -311<x<-ll, 

l<x<l,5. 917. 1) <x<0; 2) -l<x<--, --<x<0, 0<x<l.
3 2 4

918. a < V2 . 919.

921. 2) 0<x< —
3

3 1
2) x>0,01. 920. -- <x<-l, -- < x < 0.

2 2
1 2-V292 16 a

x>l; 3) 1-V37<x<-----2, —<x<6.
3 3

922. 2) ~^=
Vio

924. 1)

x < 10. 923. 1) x < log32 x> 1; 2) log3 — <x< 1. 
5

1 11 1 1 11— < x < — , — < x < — ; 2) — < x < — , — < x < 1;
9 4 30 25 4 32

2 12
-3, x>-l. 925. 1) --<x<--, -- < x < 0, x > 0;

3 2 7
3 1 /qq _ i

----,----- < x < 0, x > 0. 926. x < log, -------------, x > 2, x = 3.
7 3 3 16 

927. 1) — < x < 4, x>5; 2) -7 < x < 2. 928. 1) x <-2, 3 < x < 5, x > 7;

2) x <-4, l<x<3, x > 5; 3) -4 < x < 2; 4) x<—1, < x < 0.
5

929. 1) 0<x<- , x=—, 4 < x < 5; 2) 0 < x < 4, x = 5, 6 < x < 7,5. 
3 3

930. 2) — + m < x < — + nn, neZ. 931. 2) -arcsin---- 1- 2nn < x < arcsin
2 6 4

— + л + 2лп, ne Z; 4) -arccos — + 2nn < x < arccos — + 2nn, neZ.
4 3 3

932. 2) -Зл<х< <x< — — , — — < x < л; 4) arctg — - 3л < x <
4 4 4 4 3

5л x 2 _ Зл ,2 л ,2 л<------ , arctg — - 2л < х <------- , arctg — - л<х<----- , arctg — < х < — .
2 3 2 3 2 3 2

933. — — + 2лп < х < — + 2лп, п € Z. 934. — — + 2лп < х < — + 2лп, 
4 4 4 4

neZ. 938. 1) (2; 1); 2) (5; -3). 939. 1) (-1200; 500); 2) (7; 1).
940. 2) (-8; -2), (8; 2); 3) (8; 4), (-8; -4). 941. 1) (7; 6); 2) (2; 3),
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9 1 /—-9; 28^ . 942. 2) (3; 1), (-3; -1); 4) (3; -5), (3; 5), (4; 2 V2 ), 
о 7

(4; -2л/2). 943. 1) (4; 2), (-4; -2); 2) (2; 4), (-2; -4). 944. 1) x = -2, 

y=~; 2) x =-2, y=~. 945. 2) (4; 1); 4) (10; 1000), (1000; 10).
4 4

946. (V8; ^8). 947. (1; 0), 948. 1) (2;-3), (-6; 1); 2) (1;-6), (-3; 2).

7
949. - - < a

3
[n , _ 36) [0;log3—j;

( 49 9)6. 950. 2) (100; 81). 951. 2) (0; 1). 952. 1) log3|^;log3J , 
\ < < J

oJn 1 128 12)[0;log2—j, (21og2 7-6; 4 - log2 7). 953. 1) (3; 0),

[1459. 728). 
t 27 ’ 27 /

43.21) 
4’4? 954. | z . n + 1 71 , Зк , z , n 71 )(-1) — + яга;------- h (-1)---- Tin ,I 6 2 6 J

ntZ. 955. 1) (-1)л- + яга; ±- + 2яй, n e Z, k 6 Z; 2) \кп; (-l)m- + Tim , 
\ 6 3 J I 6 )

( 5 +1 3m € Z, niZ; (-l)raarcsin—+ яга; (-1)"' 1arcsin-----hum , mhZ, n € Z.
I 7 14 J

956. 1)|-— + я[га + + я|га- — | L neZ, m€Z; 2) \ — + 7i(k + m);
4 4 I 2) 4 I 2 1б

— + n(m-k)\, meZ, keZ; \-—+ n(k + m);-—+ n(m - k)\, mtZ, k&Z.
6 ) I 6 6 )

957. 2; 12. 958. x > 5. 959. 1) (а; а2), (а2; а), если a>0 и a # 1; (—a — 1; 
(a + I)2), ((a + I)2; -a - 1), если а<-1 и a -2; 2) 3 и /65 +2. 960. При 
«/3 нет решений, при a = 3 — (0; 1). Ук аз ан и е. Записать второе урав­
нение системы в виде х2 + (у - I)2 + (а - З)2 + 1 - cos(xy) = 0. 961. 2) (1; 1), 
(2; 4); 4) |-—+ га; — + га |, га е Z; 5) f(-l)fe— + яга; (-l)fe — + л/г + яга],

I. 6 6 ) 14 4 )

I . л яга я . я яга о ,) ~ f я t я л/г±— Ч----- ; — ± —Ч------- 12л/г , ra€Z, ZseZ. 962. ----- F (-1)----- ------- h яга;1 4 2 2 4 2 J 1412 2

——+(-l)fe + 1—— — + яга , nhZ, k£Z. Указание. Решить систему 

как линейную относительно и и и, где ra = sinxcosy, v = cosxsiny. 
963. (81; 16). 964. 1) 7,5; 2) 5,125; 3) 2; 4) 7. 965. 1 мин. 966. 126 км. 
967. 1080 км. 968. 16 дней. 969. 91 га. 970. 8, 12. 971. 25 и 20 билетов

или 30 и 25 билетов. 972. — , — , — . 973. 432 детали. 974. 15 км/ч. 
2 3 6

975. 3 км/ч. 976. 21 ц, 20 ц. 977. 1400 шагов. 978. 3, —6, 12, —24.
979. 27. 980. 1, 3, 9, 15 или 16, 8, 4, 0. 981. 2 или 121.982. В 3 раза.

983. 16 см2. 984. 1) С300 ; 2) 50 • 100 • 150; 3) С%0 • Cf00 ’ 15°;

4)С|0-100-С?50. 985. Р14. 986. Р14 ■ 987. 0,85; 850. 988. 480. 989.—.
• Pq 38

990. -. 991. 0,18. 992. 0,97. 993. 0,96. 994. 0,028. 995. 2) k = -1,
6
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2 4 2 6
Ъ = 3; 4) k = О, Ь = -2. 996. у = --х+-,у = --х+~. 997. 2) Нет; 4) да. 

5 5 5 5

998. 2) 3 - . 999. х > 1. 1000. х <
3

л/з . 1003. 2) Да. 1004. 2) (-1; 3), (5; 3).

1005. 4) х <-2, х > 2. 1006. 4) х * 0. 1007. 1) 75 км/ч; 2) 5 ч; 
3) ~ 71,4 км/ч. 1008. Второму; на 40 р. 1009. Нет, так как наименьшее 
расстояние между кораблями будет равно 3 милям через 48 мин. 
1011. 1), 2) Не является. 1012. 1) Является; 2) не является; 3) являет­
ся; 4) не является. 1013. 2) Нечётная; 4) чётная. 1014. 2) Нечётная; 
4) чётная. 1015. 2) Чётная; 4) не является чётной и не является нечёт­

ной. 1017. 1) Нет; 2) да. 1018. 2) — . 1019. 2) 10л; 4) 2л. 1021. 2,25.
3

1022. 2) 2 и -1. 1023. 1) x = ±J + ^, n€Z, fmax = 2, /min=l; 

2) х = ±^+лп, neZ, /max=^, /min=f. Ю24. a = 2, b = -5, c = -3.

1029. a > 1. 1030. 2) x > —2; 4) x # 2л + 4лтг, n € Z. 1031. 2) x < —1, x > 3.
1032. 1) x<-7, x > 6; 2) 3<х<з|. 1033. 2) - VlO < x <-3, 3<x< Л0; 

11 2 13) -|<x<-|, x > 0; 4) ~ <x<-±, x>0. 1034. 2) у < 7; 4) у #2.

i-------- i------  19 11035. 2) -VI,25 <i/< ф.,25. 1036. 1) z/<-—; 2) у > 0. 1037. 1) <
12 2

2) y>l. 1038. x = (-l)n- + лп, n € Z. 1039. a = -3,5. 
2 6

1040. 1) a = 1 - Л , a = 5 + Л0; 2) | 4 + |. 1041. a <-4, -- <a<0.
U 2 ) 4

2 7 ir
1042. -; —. 1043. 2) -3. 1044. 2) -. 1045. 2) y = -6x-l. 1046. -1. 3 15 3 У

1047. 9. 1048. (3; 9), a =-3. 1049. (1; 2), (0,5; 2,25). 1050. (-1; -3). 
1051. (3; e). 1052. 2) у = 0,5(1 + ln2 - xln2). 1053. -. 1054. e \ 

4 
тг 121055. - J. 1056. y = x+l. 1057. y = 3x-3. 1058. ||. 1059. 2) Возрастает 

на промежутках x < 0 и x > 0. 1060. 2) x = 6 — точка минимума. 
1061. 2) x = 2 — точка минимума, х = 0 — точка максимума. 1062. 2) 1,5 
и 1. 1063. 2) 3 и 1. 1064. 2) 0,5 и 0. 1065. 7, -3. 1066. a = 3. 1067. а = ±3. 
1068. 2) х = 0 — точка минимума, х = 0,4 — точка максимума. 
1069. (1; 0), (-1; 4). 1070. у = 7х-43. 1074. 1 дм. 1075. 54л см3. 

1076. 6. 1077. 2. 1078. sinx---l. 1079. 132, -57. 1080. 9 и 4.
49 х г

1081. (1; 1). 1082. —. 1083. 4V2. 1084. р = -10, д=26.
2 7

1085. ^21 дм. 1086. зЛло2. 1087. . 1088. . 1089. —.
3 Л Л 3

1090. -. 1091. 1092. r = R.fe, H = R-%=. 1093. D = H. 1094.
з 216 V3 V3 Л
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1095. r = — , h = — . 1096. 2) In2. 1097. 2) 9-; 4) 1. 1098. 2) 4,5. 
3 3 3

1099. 2) — . 1100. 2) —— . 1101. 546 - . 1102. C = - . 1103. b > л/з - 1,
7 12 ’ 31n3 4 2

b < -3 - 7з . 1104. x = Tin, x = - + — , n E Z. 1105. a = 6, b = -11, c = 6.
8 4

Ук а з а н и e . Так как точки А и В симметричны относительно прямой 
х = 2, то А(х1; у0), В(х2; у0), где хг = 2 - t, х2 = 2 + t, t > 0. Из условия 
Л(*1) = f(x2) следует, что а = 6 и Г(хг) = f'(x2) = -3t2 + 12 + b, а равенство 
/(xj = f(x2) можно записать в виде b = t2 - 12 (так как t > 0), откуда 
f\x1) = f(x2) = -2t2<0. 1106. а = 6, Ь=11, с = 5. 1107. а =-4, Ъ = 5,

(1 4^с = -2. 1108. а = 4, Ь = -5, с = 2. 1109. 111. 1110. (-2; 22), (2; 10).

1111. р = -2, q = 0, d = 1. 1112. 2,25. 1113. k = 2. 1114. 1 - . 1115. а = 1, Р 4 8
4 1 718 = 4. 1116. arctg 1117. 3) 3—; 4) -2. 1118. 2) х = - + лп, п € Z, 

л 9 4

4) х=-. 1120. -2<х<3. 1121. и(10) = 262 м/с, t ~ 37 с. 1122. 12л.
1123. 160 чел.-ч/сут.; 20 чел. 1124. 17417 ед. продукции.

_1 2
1125. 2) 5х 6 . 1126. 2) . + 1* . 5 Ц27. 2) 2х(4х + 3). 4) cos2x_

(2х + 1)2 ЗЗ/х + 1
9

-2xsin2x. 1128. —-—. 1129. х = 2. ИЗО. 2) /'(2) > 0. 1131. f (0) = 4, 
51п10

/j|j = 8(7 + 4V3). 1132.

Q
1134. — 1п|4х-1| + С. 1135.

4

0. 1133. (2sin4x - 9).

2 — ,/Ч1) 11,25; 2)* v ; 3) 5,5 + 71п2; 4) 72.
4

1136. 2)-^ — 1 44) 1 ~ ; 5) 6) 1пЗ.
О о

Ответы к заданиям «Проверь себя!»

Глава I

1. х # — Ч—— , функция нечетная. 2. у = sin х: 1) = - Зл
2 ’

3)

= ± —; 2)
2

J х < л; 5)
Зл

лх = —— ; 3) хг =-2л, х2 = л, х3 = 0, х4 = л; 4) -2л
0; у = cos х: 1)

—л
хх = -2л, х2 = 0; 2) х, = -л, х2 = л.

4) -2л Зл
2 ’

4

0

2 ’ 2 ’
л .
2 ’

л
2 2 ’

Зл л л . „ 2л 4л . , 7л . 5л , „5)------<х<------ , — < х < л. 3. — < х < — . 4. ctg — , ctg — , ctg 2,
’ 2 2 2 3 3 8 7
4. 713.

377
Ответы



1. Рис. 145, а) + 2тт < х < — + 2пп, 
2 2

n^Z; б) -л + 2тш > х > 2лп.

2. Рис. 146, у > 0 при
4. [-1; 2]. 5. Рис. 147.

2л
3

+ 2пп < х < — + 2лп, n^Z. 3. 3 решения.

1.

4)

1.

Глава II

11. 2. 1)

х4 + 15х2
(х2 + 5)2 ’

- . 2. Нет. 
3

54 — е ; 2) 9(3х - 5)2; 3) 6cos2хcosх - 3sin2xsinx;

3.

3.

Л л а =---- . 4.
4

1 _— . 5. у = х3 У
/3 ! Л 
2 6

Xj = 1, х2 = 4. 4. у = Зх - 4,
о

у = Зх + 6 — .У 3
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Глава III

1. 1) Возрастает при х > 1 — , убывает при х < 1 — ; 2) убывает при х > -4.
4 4

2. Минимум у = -7 при х = 3. 3. См. рис. 148. 4. Наибольшее 10, наи­
меньшее 6. 5. 3 дм, 6 дм, 4 дм.
1. а > 0. 2. 1) См. рис. 149. 3. Наибольшее е, наименьшее 0. 4. 41?.

Глава IV

2. F(x) = x3 + x2-Зх-1. 3. 1) 4—; 2) — ; 3) 0; 4) 1. 4. 20- кв. ед. 
3 16 6

14 2 41. F(x) = ех + 3cosx - 2. 2. 1) —; 2) — 1п2. 3. S = — кв. ед. (рис. 150).
3 3 3

Глава V
1. 1) 5040; 2) 336; 3) 56; 4) -.2. 1) и2 + п; 2) ——i------ . 3. 84 спосо-

7 п2 - 5п + 6
бами. 4. 5040 способами. 5. 720 способами. 6. 720. 7. 1) хв + 6х5у + 
+ 15х4г/2 + 20x3z/3 + 15х2г/4 + бху5 + у6; 2) 1 - 5а + 10а2 - 10а3 + 5а4 - а5.
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1. 1) п = 1; 2) и. = 2. 2. п1 = 0, п2 = 1, п3 = 2, п4 = 3. 3. 14 580. 4. 64 спо­
собами. 5. 1) Cq =36; 2) 29 : 2 = 256. 6. -15 504-х5.

Глава VI
1 115 15

1. — .2. 0,95. 3. — .4. — .5. 0,64. 6. — .
4 3 56 19

171. 0,18. 2. 0,992. 3. 0,3. 4. — .
27

Глава VII

1. 1) 8-г; 2) 4-4г; 3) 71 + Зг; 4) - - - г. 2. 1) -1 — ; 2)------- —i.
2 2 29 25 25

3. 1)2[cos—+ isin—|; 2)cosf-—] + isin|- —1 4. 1) z, 9 = ±л/бг;
I 3 3 J I 10J I 10J i’2

2) z1>2 = 5 ± 3г. 5. Окружность с центром в точке (0; 0) и радиусом R = 3.
6. - + — г. 7. 1) - + ^г; 2) 3) 25г. 8. 1) z0 = 2, z4 = +2г, z2 = -2,

2 2 2 2 2
z3 = -2г; 2) z0 = 4, zr = -2 + 2 V3 г, z2 = -2 - 2 7з г.

Глава VIII

1. 1) Прямая, проходящая через точки f0; —1 и Г —; о];I 3j 12 J 2) окружность ра­

диуса 4 с центром в точке (3; -1). 2. 2) круг радиуса 2 с центром в точ­
ке (—2; 5). 3. Внутренняя область треугольника с вершинами (1; 0), 
(0; -1), (4; -3).
1. См. рис. 151. 2. См. рис. 152; S = ——3\/3 з 1) Квадрат с вершина­

ми в точках Л(-3; 0), В(0; -3), С(0; 3), Л(3; 0); 2) все точки, лежащие 
внутри квадрата ABCD.
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ПРОИЗВОДНАЯ

-zz ч r f (x+h) - f (x) f (x) = lim —-----f
h-0 h

f"(x) = (f(x))z

H J" 
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1 
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и
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II 

J
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II
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H

И 
и 

й 
«й 
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о
 

S

(xp)' = pxp i 

(ахУ = axlna 

(logax)'= Япа 
(cosx)' = — sinx

(f(x) + g(x))' = f'(x) + g'(x) (cf(x)y = cf'(x)
(f(x) • g(x))' = f'(x) - g(x) + f(x) • g'(x)

/ f(x) у f'(x) • g(x) - f(x) • g\x)
'g(x)/“ g4x) (f(g(x))y=f'(g(x))-g'(x)

ИНТЕГРАЛ
ъ
ff(x)dx = F(b)-F(a) 
a

F'(x) = f(x)

Функция Первообразная
xp, p * —1

xp+1
- —i +c p +1

, x > 0, x < 0 In x + C

ex ex+ C

sinx —cosx + C
cosx sinx + C



КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

i2 = -i

(а + bi) + (с + di) = (а + с) + (b + d) i

(а + bi) (с + di) = (ас - bd) + (ad + be) i

a + bi = a- bi \a + bi| = \j a2 + b2

«Г 22 = r2 (cos (<p1+ ф2) + i sin (фх+ <p2))

Z Y*
— = — (cos (Ф - ф ) + i sin (ф - ф ))
2 2 Г2 12 12

Формула Муавра

(созф + i зтф)п = cos п ф + i sin п ф



КОМБИНАТОРИКА

n! = 1 • 2 • 3 • ... • (м-1) и О! = 1 1! = 1

р — и f дп _ Сп =. = 771*______

п т (т-пу. т Рп п!(т-п)1
ГП _ гт-п , гп+1 _ гп+1
^т~ ’-'ni ' ~ '-'/n+l

Бином Ньютона
(а + Ь)п = С^ат+ С^а^Ъ + ... + С^ат~пЬп+ ... + С^а bm-1+ C™bm

Треугольник Паскаля
1

1 1
1 2 1

13 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

ВЕРОЯТНОСТЬ

т 
пР(А) Р (А) =1-Р(А)

Р (А+В) = Р(А) + Р(В)-Р (АВ)

Р (АВ) = Р(А) Р (В/А) = Р(В) Р (А/В)


